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SUR  DËLX  TIIÉORËMES  M  MMMm  ET  M  M,  BIUCARU 
CONCERNANT  LES  LIGNES  DE  COURBURE  ET  LES 
LIGNES  GÉODËSIQIIES   DES  QUADRIQUES; 

Par  m.  He>'ri  LEBESGUE. 


Je  commencerai  par  donner  la  solution  de  la  ques- 
tion 1657  (1893,  p.  53)  proposée  par  Mannheim.  Cette 
question  conduit  tout  naturellement  à  étudier  les 
rapports  entre  la  surface  des  ondes  et  une  certaine 
famille  de  quadriques  liomofocales  et  à  retrouver,  par 
la  voie  même  qui  j  conduisit  leur  auteur,  des  théo- 
rèmes dus  à  Mannheim. 

Le  plus  intéressant  est  une  propriété  des  lignes  de 
courbure  des  quadriques.  M.  Bricard  a  prouvé  récem- 
ment [Nouvelles  Annales,  janvier  1908)  que  cette 
propriété  est  commune  aux  lignes  de  courbure  et  aux 
lignes  géodésiques  et  qu'elle  constitue  par  suite  une 
interprétation  nouvelle  de  la  relation  de  Joachimsthal. 
J'aurai  l'occasion  de  donner  dans  la  deuxième  Partie 
des  démonstrations  immédiates  de  ces  propriétés. 

Aiin.  de  Matlicniat.,  ^j"  série,  i.  XVIII.  (Janv.  1918.)  I 
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i.   Voici  l'énoncé  de  la  question  1657. 

Oii^  projette  orthogonalement  un  ellipsoïde  sur 
tous  ses  plans  tangents.  Déterminer  : 

1°  L'équation  de  la  surface  qui  limite  la  région 
occupée  par  toutes  les  ellipses  de  contour  apparent 
ainsi  obtenues; 

2"  Le  nombre  des  points  de  contact  de  cette  sur- 
face et  de  l'une  de  ces  ellipses  (  '  ). 

Les  plans  tangents  à  l'ellipsoïde  dépendent  de  deux 
paramètres  ;  dans  chacun  d'eux  nous  avons  une  ellipse 
contour  apparent,  en  projection  ortlioj^onale,  de 
l'ellipsoïde  donné.  Donc  une  congruence  d'ellipses. 
l\ir  chaque  point  P  de  l'espace  passent  plusieurs  de 
ces  ellipses.  On  demande  d'abord  quelle  est  la  région 
où  doit  se  trouver  P  pour  que  l'une  au  uioins  de  ces 
ellipses  soit  réelle.  Cette  région  est  évideuimcnt  limitée 
par  certaines  nappes  de  la  surface  focale  de  la  con- 
gruence et  chaque  ellipse  étant  tangente  en  plusieurs 
points  à  cette  surface  focale,  la  deuxième  question  de 
l'énoncé  est  toute  naturelle. 

2.  SoitP  un  [)olntde  l'espace.  lV)ur  qu'une  conique 
(le  la  congruence  passe  par  P,  il  faut  et  il  suffit  que  le 
plan  II  de  ('elle  conique  soit  langent  à  l'ellipsoïde  E 
donné  et  que  la  perpendiculaire  PA  à  0  en  P  soit  aussi 
tangente   à  K.  Donc   P  \    doit   être   commun  au    c<')ne 


(')  Je  copie  cet  rnoncé  dans  le  numéro  de  juillel  njiG  en  recli- 
(iant  une  coijuilie  évidente.  On  avait  imprimé  «  l"a\e  de  ces 
ellipses  »  au  lieu  de  «  l'une  de  ces  ellipses  ». 
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circonscrit  à  E  de  sommet  P  et  à  son  cckie  supplémen- 
taire. II  est  un  plan  tangent  commun  à  ces  deux  cônes. 
Par  chaque  point  de  Tespace  il  passe  donc  quatre 
coniques  de  la  coni^ruence.  Etudions  la  réalilë  de  ces 
coniques. 

Coupons  un  cerne  par  un  de  ses  plans  ])rincipaux 
contenant  deux  génératrices  réelles  ;  Tangle  de  ces 
deux  génératrices  (angle  principal)  est  le  supplément 
de  l'angle  analogue  du  cône  supplémentaire.  Donc 
pour  qu'il  y  ait  des  génératrices  communes  à- un  cône 
et  à  son  supplémentaire  il  faut  et  il  suTlît  que  les  deux 
angles  principaux  de  ce  cône  soient  l'un  aigu,  l'autre 
obtus.  Sans  quoi  l'un  des  deux  cônes  serait  intérieur 
à  l'autre. 

Ceci  étant,  prenons  le  point  P  tout  près  de  Tellipsoïde 
et  extérieur  à  lui.  Le  cône  circonscrit  de  sommet  P  a 
ses  deux  angles  principaux  obtus  ;  il  n'ja  pas  d'ellipse 
réelle  passant  par  P. 

Prenons  P  un  peu  plus  loin  de  E;  le  cône  aura  un 
angle  principal  aigu  et  l'autre  obtus  ;  il  j  a  ura  quatre 
ellipses  réelles  passant  par  P. 

Prenons  P  plus  loin  encore  ;  le  cône  circonscrit  aura 
des  angles  principaux  aigus,  les  quatre  ellipses  passant 
par  P  seront  imaginaires. 

De  cet  aperçu,  il  résulte  que  la  région  demandée  est 
limitée  par  tout  ou  partie  de  la  surface  S  lieu  des  som- 
mets des  cônes  circonscrits  à  E  et  dont  un  angle  prin- 
cipal est  droit;  que  ï  comprend  au  moins  deuxnap[)cs 
réelles  :  l'une,  la  plus  proche  de  E,  est  le  lieu  des 
sommets  pour  lesquels  le  second  angle  principal  est 
obtus  ;  l'aulre,  la  plus  éloignée  de  E,  est  le  lieu  des 
sommets  pour  lesquels  le  second  angle  principal  est 
aigu.  Ces  deux  nappes  auront  pourpoints  communs  les 
sommets  des  cônes  de  révolution  circonscrits  à  E  et 
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dont  l'angle  principal  est  droit.  Ces  points,  qui  sont 
les  points  de  rencontre  de  2  et  des  focales  de  E,  seront 
donc  des  points  singuliers  de  S. 

Si  l'on  tient  à  remplacer  cet  aperçu  par  un  raisonne- 
ment plus  serré  on  pourra  remarquer  que  le  nombre  de 
plans  n  réels,  issus  de  P,  ne  peut  changer,  quand  P 
varie,  que  si  deux  de  ses  plans  sont  réels  et  confondus. 
Or  cela  n'arrive  que  si  le  cône  circonscrit  à  E  de  som- 
met P  est  tangent  à  son  cône  supplémentaire  suivant 
une  génératrice  réelle  ;  donc  ces  deux  cônes  sont 
bitangents,  ce  qui  exige  qu'ils  aient  un  angle  principal 
droit. 

3.  Avant  de  former  l'équation  de  S,  je  traite  la 
seconde  partie.  Soient  II  un  plan  tangent  à  E  en  un 
point  G,  P  un  point  de  l'ellipse  e  de  la  congruence 
qui  est  située  dans  II,  PA  la  tangente  à  E  perpendicu- 
laire à  n  et  issue  de  P  {fig-  i).  Pour  que  P  appartienne 


Fig. 


à  ï,  il  limi  (|uc  PA  cl  l^C,  qui  sont  deux  génératrices 
cnmiuunes  au  C()ne  circonsciil  de  sonunot  I*  et  à  son 
suppb'menlaire,  soient  des  génératrices  principales  de 
ces  cônes.  Donc  (jue  PA(1  soil  un  plan  principal  du 
cône.  Or  si  ^W  est  la  tauiiente  à  c  en  P,  ATP  est  le 
plan  tangent  aux  deux  cônes  suivant  PA.  Donc  PAC 
ef     \'rP   (l(>i\ent  être  rectangulaires,    cest-à-dire   que 


(  "ï) 

CP  et  TP  doivent  être  orthogonales.  On  vérifiera  faci- 
lement la  réciproque. 

Concluons  :  Tellipse  e  de  la  congruence  touche  la 
surface  focale  S  en  (jnatre  points  réels  ou  imaginaires 
qui  sont  les  pieds  des  normales  abaissées  sure  du  point 
de  contact  c  du  plan  de  e  et  de  l'ellipsoïde. 

4.  Soit 

Sia?2-f- 8272+ 83^2=  o 

l'équation  d'un  cône;  il  aura  un  angle  principal  droit 
si,  et  seulement  si,  deux  racines  de  l'équation  en  S 
sont  égales  et  de  signes  contraires.  D'avec  les  notations 
ordinaires  l'équation  en  S  est 

A  — S        B"  B' 


B" 
B' 


A'-S 
B 


A 

A"— S 


=  S  — eiS-hes-2— S3  =  o 


avec 

e  =  A  -fr  A'-f- A",         0,=  Ca'A"— B2=  ^a, 

1  =  CAa  +  2BB'B"-2AA'A". 

Si  l'équation  en  S  a  deux  racines  non  nulles,  égales 
et  de  signes  contraires,  la  somme  0  des  racines  est  la 
troisième  solution  en  S  et  inversement.  Donc  la  con- 
dition nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  cône  ait  un 
angle  principal  droit  est 

08,— 8  =  o. 
Ceci  s'écrit  encore 

CA(a'+fl")  — 'iBB'B"-^  ■2AA'A"=o     (i). 


(')  Si  la  quadiique  n'était  pas  un  cône,  cette  condition  expri- 
merait que  l'une  des  sections  principales  est  une  hyperbole  équi- 
latère. 
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o.   Soient  Xo,  J'o?  ^o  ^es  coordonnées  de  P.  Le  cône 
circonscrit  à  l'ellipse 


J.2  y2  ^2 

et  de  soinmel  1'  a  pour  équation 
Dune  on  a,  en  supprimanl  les  indices, 


^  =  :^-S  =  -"^--'=-'^----'-- 


B=         ^-^ 


,.'*'' 


„=  ■ /E_z:uE-f!u^'"' 


b'^c'^  \  b^  J  \  c2  /         6*c* 

K     /a72 


62c'2    \  «2 


Nous  aurons  léqualion  de  ï  en  écrivant  que  le  cône 
considéré  satisfait  à  la  condition  du  numéro  précédent  ; 
il  vient  : 


.r^//^c2  0«2  y'^       ay^^ 


2-i-;:2_62—  C«) 


a*  b*  c'*       (l'-b'-c* 


^-3('-l^)(-^)=o. 


C«'lh'  ('(pialion  est  divisihle  par  K,  connue  on  le  voit  on 
développaiil  le  dernier  terme  qui  s'é'cril 


(7) 
D'où  l'équation  de  S  : 

On  voit  que  S  est  du  quatrième  degré  ;  donc  S  ne  peut 
contenir  que  les  deux  nappes  dont  nous  avons  prévu 
l'existence  et  nous  avons  trouvé  tous  les  points  com- 
muns à  S  et  à  une  ellipse  e  de  la  congruence. 

Pour  reconnaître  la  nature  de  2,  il  nous  suffît  de 
savoir  qu'elle  est  du  quatrième  degré.  2,  étant  le  lieu 
des  sommets  des  cônes  circonscrits  à  E  dont  un  angle 
principal  est  droit,  contient  évidemment  les  cercles 
ortlioptiques  des  sections  principales  de  E.  Et, 
puisque  S  est  du  quatrième  degré,  le  plan  princi- 
pal y  =  o,  par  exemple,  coupe  S  suivant  la  circonfé- 
rence de   rayon  y/a^H-c^  plus   une   conique  dont  les 

deux  demi-axes  sont  les  rayons  y/a- H-  6^,  y/6-  -\-  c^  des 
deux  antres  circonférences  orthoptiques  principales. 

Si  donc  on  dispose  des  trois  paramètres  dont  dépend 
la  surface  des  ondes  la  plus  générale,  ayant  mêmes  axes 
que  E,  de  façon  à  la  faire  passer  par  les  trois  circonfé- 
rences orthoptiques  principales,  cette  surface  des 
ondes  passera  aussi  par  les  ellipses  qui  complètent  les 
sections  de  S  par  les  plans  principaux. 

La  surface  des  ondes  et  S  seront  même  tangentes 
tout  le  long  de  ces  trois  circonférences  et  de  ces  trois 
ellipses.  Donc  elles  coïncideront,  puisqu'elles  seront 
tangentes  tout  le  long  d'une  courbe  du  12^  degré. 

La  surface  2  est  donc  une  surface  des  ondes.  Ses 
points  doubles  réels  sont  dans  le  plan  j'=:  o,  à  l'inter- 
section de  la  circonférence  et  de  Fellipse  sections  de  2 
par  ce  plan. 

Je  laisse  au  lecteur  le  soin  de  transformer  l'équation 
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(le  S  de  façon  à  la  ramener  à  Tune  des  formes  classiques 
de  l'équation  de  la  surface  des  ondes. 

6.  Mannheim  déduit  la  nature  de  2  d'un  résultat  de 
Painvin.  Celui-ci  a  étudié  le  complexe  des  droites  D 
d'où  l'on  peut  mener  deux  plans  tangents  rectangu- 
laires à  un  ellipsoïde  E.  Si  P  est  un  point  quelconque, 
le  cône  du  complexe  de  sommet  P  est  évidemment  le 
cône  G,  du  second  degré  lieu  des  droites  issues  de  P 
par  lesquelles  on  peut  mener  deux  plans  tangents 
rectanirulaires  au  cône  G  circonscrit  à  E  et  de  sommet  P. 
La  surface  du  complexe  est  le  lieu  des  points  P  pour 
lesquels  G,  est  décomposable.  Or  si  3,  est  décompo- 
sable,  il  passe  par  l'un  de  ses  axes,  c'est-à-dire  par  l'un 
des  axes  de  ©.  Donc  par  cet  axe  on  peut  mener  deux 
plans  tangents  rectangulaires  à  ©  et  l'angle  principal 
de  C,  situé  dans  le  plan  perpendiculaire  à  Taxe  consi- 
déré, est  un  angle  droit.  La  surface  du  complexe  de 
Painvin  est  donc  notre  surface  S.  Or,  on  démontre 
que  celle  surface  du  complexe  est  une  surface  des 
ondes  (*  ). 

7.  L'A  question  posée  par  Mannheim  est  entièrement 
traitée  (-),  mais  il  est  naturel  de  se  demander  quelles 
sonl  les  courbes  F  enveloppes  des  ellipses  de  la  con- 
grucnce. 

Les  courbes  V  sont  Iracc'es  sur  X;  elles  sonl  données 

(•)  Ce  l'ésullal  de  Painvin  csl  reproduit  dans  la  géométrie  ana- 
l\  tique  de  Pruvost. 

(')  Sa  solution  est  iuiplicitenient  contenue  dans  un  .Mémoire  de 
Mannheim  des  Proceedings  of  the  royal  Society  (i88i).  Ce 
Mémoire,  rejnoduit  à  peu  près  textuellement  dans  les  Leçons  et 
développement  de  Géométrie  cinématique,  eontient  les  résultats 
(|ue  nous  allons  d<'iuoiitrer  maintenant  par  les  méthodes  mêmes 
de  M.iiiiilieini. 


I 
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par  une  équation  dilFérentielle  du  premier  ordre  qui 
exprime  que  celle  de  ces  courbes  qui  passe  par  le 
point  P  (n"3,yt^'.  i)  est  tangente  à  la  droite  PT.  Or  PT, 
étant  perpendiculaire  au  plan  principal  APC  du  cône  © 
de  sommet  P  et  circonscrit  à  E,  est  un  axe  principal 
de  ce  cône,  donc  est  tangent  à  deux  des  quadriques 
homofocales  à  E  qui  passent  par  P. 

Ces  deux  quadriques  coupent  S  suivant  deux 
courbes  P,  et  1^2  passant  par  P  et  qui  sont  donc  aussi 
solutions  de  l'équation  différentielle  donnant  les 
courbes  F,  donc  en  réalité  F,  et  Fa  coïncident  avec 
l'enveloppe  F  passant  par  P. 

Et  comme  la  quadrique  liomofocale  à  E  contenant  F 
varie  avec  F,  puisque  S  n'est  pas  une  quadrique,  on 
peut  dire  que  S  coupe  toute  quadrique  Çl  liomofocale 
à  E  suivant  une  ligne  de  courbure  T  de  Q.  Le  reste 
de  l'intersection  est  une  courbe  A  du  quatrième 
degré. 

Soit  Q<  la  quadrique  liomofocale  à  E  et  normale 
en  P  à  PT.  La  partie  de  son  intersection  avec  S  qui 
passe  par  P,  n'étant  pas  tangente  à  PT,  est  une  courbe  A. 
Or,  on  voit  qu'en  P,  Q,  et  S  sont  orthogonales  ainsi 
que  A  et  F,  et,  puisque  P  est  quelconque  :  Les  courbes  A 
sont  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  F.  La 
quadrique  homofocale  à  E  qui  contient  une  courbe  A 
est  coupée  orthogonalement  par  S  tout  le  long  de 
cette  courbe  A. 

On  sait  que,  quand  un  plan  se  déplace,  les  plans 
normaux  aux  trajectoires  des  différents  points  de  ce 
plan  passent  par  un  point  fixe  F  de  ce  plan.  Ceci  posé, 
supposons  que  le  point  P  se  déplace  sur  S  en  entraî- 
nant l'angle  droit  APC  qui  est  bien  déterminé  pour 
chaque  position  de  P.  I^e  point  F  est  alors  évidemment 
le  quatrième  sommet  d'un  rectangle  APCF,  ce  qui  le 


(    lo  ) 
détermine,  {fig-  i  ).  FP  étant  une  normale  à  la  trajec- 
toire de  P,  quel  que  soit  le  déplacement  de  P  sur  I, 
FP  est  la  normale  à  S. 

Le  plan  normal  à  A  en  P  est  donc  le  plan  TPF. 
Mais,  si  Ton  considère  le  contour  apparent  de  E  sur  le 
plan  APC,  c'est  une  ellipse  tangente  à  PA  et  1*G  en  A 
et  G  ;  donc  une  ellipse  dont  le  centre  est  sur  PF.  C'est 
dire  que  le  plan  TPI'  passe  par  le  centre  O  de  E,  et 
comme  ce  plan  est  normal  à  A,  A  est  une  courbe  sphé- 
rique  tracée  sur  une  sphère  de  centre  O. 

Le  lecteur  verra  de  suite  que  tous  les  raisonnements 
de  ce  numéro,  sauf  le  dernier,  s'appliquent  également 
au  cas  plus  général  de  la  surface  -'  lieu  des  sommets 
des  cônes  circonscrits  à  E  et  dont  un  angle  principal 
est  donné. 

8.  Après  les  résultats  du  numéro  précédent,  il  appa- 
raît clairement  qu'on  aurait  eu  avantage  à  remplacer 
les  calculs  des  n°^  4  eio  par  des  calculs  en  coordonnées 
elliptiques.  C'est  ce  que  je  vais  faire  rapidement. 

Soient  p,,  0.2,  p:j  les  paramètres  des  trois  quadriques 
homofocales  à  E  et  passant  par  P  (a:,  y^  z)  ci  soit  53  la 
racine  de  l'équation  en  S  du  cône  circonscrit  de  som- 
met P  qui  fournit  le  plan  princi])al  tangent  à  la  qua- 
drique  p.,,  on  a 

-"(S.T^)'^»{S^)' 


Ceci 

«lonne 

(I) 

E 

(•^)    - 

xy 

=  M 

X' 


N 


xy  ^  XV 


(r/«-p,)i^>'-p,)        '    (a«-p,)(A«-p,) 


(  "  ) 

el  des  relations  analogues.  En  posant 
l'équation  (2)  devient 

m(c2—  pi)  H-  Ai(c2 —  P2)  H-  c2=  o. 

Or,  on  a  le  droit  de  remplacer  c-  par  a-  et  6^,  d'où 

/7i  +  n  +  I  =  o,         /npi4-np2=o, 

M  =  (a^-pi)(^^— pi)(c^— pi)       p2 

«2^2  02  pi—  po' 

j^   ^    (a^-p-2)(^>^-p2)(c^'-p2)  P2 

a262c2  p2—  pi! 

Ces  valeurs  portées  dans  (i)  donnent,  par  un  calcul 
facile  quoique  un  peu  long^, 

__        Plp2 

L'équation  réduite  du  cône  est  donc  (^) 

pi  p2  p3 

Ses  angles  principaux  sont  donnés  par  des  relations 
telles  que 

(3)  Pi  sin2 h  P2  cos2 —  =  o. 

L'équation   d'une    surface    S'    s'obtiendra   donc    en 
faisant  po=Api    dans  l'expression  générale  des  coor- 


(')  On  trouvera  dans  les  ouvrages  classiques  des  artifices  donnant 
assez  rapidement  ce  résultat.  Voir  aussi  un  article  de  INI.  F.  Egan 
{N.  A.,  mars  1909), 
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dunnées  en  fonction  de  o,,  pa,  p3  et  en  particulier  on  a, 
pour  la  surface  S,  p,  +  p2=  t)?  d'où,  en  posant  03=  ?<, 

{a^  —  u)  (a'*  —  (^) 


?: 


x^ 


^'  ~  (c2-  b^'){a^—  62)' 


2=  = 


(c- —  «)(c* —  v) 

(rt2_.  c2)(62—  C'-) 


Ces  expressions  paramétriques  des  points  de  la  sur- 
faces des  ondes,  qui  sont  antérieures  au  Mémoire  de 
Mannheim,  fournissent  immédiatement  les  résultats 
des  numéros  précédents.  Ces  formules  sont  dues  à 
W.  Roberts  et  Massieu. 


II. 

9.  Gomme  on  l'a  vu,  l'étude  des  surfaces  X  et  S'  a 
conduit  indirectement  Mannheim  à  un  résultat,  qui 
découle  immédiatement  de  la  formule  (3),  et  qu'on 
peut  énoncer  ainsi  : 

Si^  par  une  tangente  variable  à  une  ligne  de 
courbure  d\ine  quadrique  Q,  on  mène  des  plans 
tangents  à  une  quadrique  hoino focale  E,  le  dièdre 
ainsi  obtenu  est  de  grandeur  constante. 

Le  plan  tangent  à  Q,  au  point  de  contact  de  la  tan- 
j;ente  considéré,  étant  toujours  bissecteur  du  dièdre  des 
|)lans  tangents,  on  peut  donner  à  l'énoncé  cette  nou- 
velle forme  : 

Si,  par  une  tangente  variable  à  une  ligne  de 
courbure  (Vune  quadrique  Q,  on  mène  des  plans 
tangents  à  diverses  quadriques  homojocales  à  C^,  le 
faisceau  de  plans  ainsi  obtenu  est  de  grandeur  con- 
stante. 
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Celte  proposition  est  presque  immédiate;  montrons 
en  ellet  que  : 

Si  les  plans  menés  par  une  tangente  variable  PT 
d'une  courbe  G,  tangentiellement  à  deux  surfacesY 
et¥'  ^  ont  leurs  points  de  contact  Pi.  et  A.'  constamment 
contenus  dans  le  plan  normal  en  P  à  la  courbe  G, 
rang  le  de  ces  deux  plans  est  constant. 

En  effet  {/ig-  2),  soit  ?<  un  point  de  G  voisin  de  V 
et  soient  A,,  A'^  les  points  de  contact  des  plans  menés 
par  la  tangente  en  Pi .  Prenons  PPi  pour  infiniment 


petit  principal;  à  des  infiniment  petits  d'ordre  supé- 
rieur près  on  peut  remplacer  P,  par  un  point  p  de  la 
tangente  PT^  A<  et  Aj  par  des  points  a  et  a'  des 
plans  TPA,  TPA' et  par  suite  remplacer  l'angle  Aj  P,  A^ 
par  apa' .  Soient  a  et  a'  les  points  de  rencontre  de  PA 
ety?a,  de  PA'  et  pa' .  On  passe  de  APA'  à  apa'  en  cou- 
pant le  dièdre  (TPA,  TPA')  par  un  plan  tournant 
autour  de  aa'  et  prenant  successivement  les  deux  posi- 
tions APA',  apa'.  L'angle  de  ces  deux  positions  est  un 
infiniment  petit  au  moins  du  premier  ordre,  et  comme 
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l'angle  de  section  du  dièdre  passe  par  un  maximum  ou 
un  minimum  pour  la  position  APA'  du  plan  sécant,  la 
dilïerence  entre  les  deux  angles  sections  APA',  apa' 
est  au  moins  du  second  ordre.  Donc  la  difFérence 
entre  APA'  et  A,  P,  Aj  est  rigoureusement  nulle. 

La  proposition  est  donc  démontrée  ;  or,  on  obtient  le 
tiiéorème  de  Mannheim  en  prenant  pour  G  une  ligne 
de  courhure  d'une  quadrique  Q  et  pour  F  et  F'  deux 
surfaces  liomo focales  à  Q,  distinctes  ou  non. 

10.  L'énoncé  auxiliaire  que  nous  venons  de  légi- 
timer est  bien  plus  immédiat  encore  si  Ton  fait  appel 
au  théorème  de  Joacliimsthal  sur  les  développées  des 
courbes  gauches.  En  effet,  les  deux  plans  TPA,  TPA' 
enveloppent,  quand  P  varie,  deux  développables.  Les 
génératrices  de  contact  sont  PA  et  PA'  ;  donc  ces 
droites,  qui  sont  normales  à  G,  enveloppent  deux 
développées  de  G  et  par  suite  leur  angle  APA'  est 
constant. 

Le  raisonnement  de  géométrie  infinitésimale  fait  au 
numéro  précédent  doit  donc  permettre  aussi  de  dé- 
monlrer  le  théorème  de  Joachiuislhal. 

En  elfet,  soient  G  une  courbe  gauche,  1*A  et  PA'  deux 
normales  à  cette  courbe  au  point  P.  Soit  aa'  la  droite 
caractéristique  du  plan  normal  Ai^V.  Si  PA  fait  partie 
d'une  famille  de  normales  ayant  une  cnvelo|>pe,  a  sera 
son  poini  de  contact  et  la  normale  voisine  sera  assimi- 
lable à  j)x.  De  uiémc  pour  PA'.  Or,  supposons  (juc  PA 
lasse  pai'tie  d'une  fauiille  ayant  une  on\ eloppe,  il  en 
sera  de  mcuic  de  PA'  si,  et  seuleuieni  si,  lu  noruiale 
N<Msinc  de  PA'  est  assiuiilable  à  /;a';  donc  si,  et  seule- 
Mirut  si,  l'angle   VPA'  reste  constant  (juand  P  varie. 

Il       M.    liricard    a    montré   que    lc>    <li^ii\    (Mioncos 
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donnés  au  commencement  du  n"  9  restaient  exacts  si 
les  plans  tangents,  au  lieu  d'être  menés  par  une  tan- 
gente d'une  ligne  de  courbure  d'une  quadrique  Q, 
étaient  menés  par  une  droite  tangente  à  deux  qua- 
driques  Q,  Q'  d'une  famille  de  quadriques  liomofo- 
cales.  En  particulier  la  droite  peut  donc  rester  tangente 
à  une  ligne  géodésique  d'une  quadrique  Q.  D'ailleurs 
il  suffit  de  légitimer  l'énoncé  de  M.  Brlcard  pour  ce 
cas  particulier,  car  on  passe  d'une  tangente  commune 
à  Q  et  Q'  à  une  autre  tangente  commune  à  ces  deux  qua- 
driques en  déplaçant  la  première  droite  d'abord  tan- 
gentiellement  à  une  géodésique  de  Q,  ce  qui  la  laisse 
tangente  à  Q',  puis  tangentiellement  à  une  géodésique 
deQ'. 

Nous  nous  proposerons  donc  seulement  de  démontrer 
que  l'énoncé  du  début  du  n°  9  subsiste  si  l'on  y  rem- 
place les  mots  «  ligne  de  courbure  »  par  «  ligne  géo- 
désique ».  Nous  allons  d'ailleurs  légitimer  à  la  fois  ces 
deux  énoncés. 

Soit  G  une  courbe  tracée  sur  une  quadrique  Q,  par 
les  tangentes  à  cette  courbe  nous  menons  des  plans 
tangents  à  une  quadrique  liomofocale  E.  Soient  P  un 
point  de  G,  PT  sa  tangente  et  G  le  cône  circonscrit 
à  E  et  de  sommet  P.  Soit  P,  un  point  de  G  voisin  de  P, 
la  tangente  à  G  en  P,  peut  être  assimilée  à  sa  parallèle  P^ 
menée  par  P,  à  des  infiniment  petits  négligeables  près. 
Il  suffit  donc  d'apercevoir  des  cas  dans  lesquels  les 
plans  tangents  à  G  menés  par  PT  et  par  P^  font  des 
angles  dont  la  différence  est  d'ordre  supérieur  en 
premier  pour  avoir  les  courbes  G  auxquelles  s'applique 
renoncé  du  début  du  n"  9. 

1°  PT  est  un  axe  du  cône  C  Si  l'on  fait  varier  une 
droite  PX  dans  le  plan  PT^,  l'angle  des  plans  tangents 
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à  ©  menés  par  PX  passe  pur  un  maximum  ou  un  mini- 
mum quand  PX  vient  en  Pï,  par  raison  de  symétrie. 
JJonc  cet  angle  ne  varie  que  d'un  infiniment  petit 
d'cjrdre  négligeable  quand  on  passe  de  PT  à  P^ 
L'énoncé  de  Mannheim  est  justifié. 

2*"  Le  plan  PT^  est  normal  au  plan  principal  du 
cône  G  qui  est  tangent  à  Q.  Si  l'on  prend  une  droite  PX 
dans  le  plan  PT^,  l'angle  des  plans  tangents  à  ©  passe 
encore  par  un  maximum  ou  un  minimum  quand  PX 
\  ient  en  PT,  par  raison  de  symétrie.  L'énoncé  de 
iM.  Bricard  est  justifié. 

12.  Le  raisonnement  qui  conduisit  M.  Bricard  à  son 
théorème  est  tout  à  fait  différent.  En  imitant  ce  raison- 
nement nous  obtiendrons  une  nouvelle  forme  de 
l'énoncé  à  un  certain  égard  plus  générale. 

Soit  une  famille  de  quadriqaes  homofocales. 
Soient  P,,  P'j  ;  Pa,  PI;  P:j-.  P3  des  plans  menés  res- 
pectivement par  deux  droites  D  et  D'  tangentielle- 
ment  aux  quadriques  Q,,  Qa,  O3  de  la  famille.  Si 
la  figure  1\,  Po,  1^J  est  égale  à  la  figure  P', ,  Pi,,  P3, 
le  faisceau  des  plans  tangents  menés  par  D  aux 
quadriques  de  la  famille  est  égal  au  faisceau  ana- 
logue formé  par  les  plans  issus  de  D'.  Les  droites  \) 
et  \y  sont  tangentes  aux  deux  mêmes  quadriques 
du  faisceau. 

SoienI 

les  equalions  des  plans  nicms  par  L)  el  l)'.  Ou  peu! 
supposer  que  pour)  :=  jjl  les  deux  plans  correspondants 
de  ces  deux  faisceaux  sont  ceux  (jui  viendraient  en 
coïncidence  si  Ton  transporUiit  P,  sur  P',  et  Pa  sur  P^. 
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Soit 

Qi  +  pQ2=o 

réquation  tangenùelle  des  quadriques  du  faisceau  con- 
sidéré. La  condition  de  tangence  entre  un  plan  P,  +  XP2 
et  une  quadrique  Q<  H-  pQa  est  évidemment  du  premier 
degré  en  p  et  du  second  en  X.  Soit 

A(X)p  +  B(X)  =  o. 

On  obtient  de  même  une  condition  de  tangence 
de  1?\  +  [aP!j  avec  Qi  +  PQ2)  soit 

G(,ji)p  +  D(fa)  =  o; 

d'où  la  relation  entre  X  et  jji 

A(X)D(,a)-B(X)G(|jL)  =  o 

qui  est  du  second  degré  en  A  et  en  [x. 

Faisons-y  X  =  {JL.  Nous  avons  une  équation  du  qua- 
trième degré  au  plus.  Or,  nous  en  connaissons  cinq 
solutions  ;  les  X  des  plans  P,,  P2,  P3  et  des  deux  plans 
isotropes  passant  par  D,  puisque  l'ombilicale  est  une 
quadrique  du  faisceau.  Donc  la  relation  entre  X  et  m. 
est  divisible  par  X  —  u.  ;  elle  s'écrit  : 

(X  —  a)  [ a  X [J.  -h  6  X  -H  c  ijt.  -f-  c/]  =  o. 

La  présence  du  facteur  X  —  [x  montre  que  deux  plans 
correspondants  des  faisceaux  D  et  D'  sont  tangents  à 
la  même  quadrique.  Ceci  suffît  à  légitimer  la  première 
partie  de  l'énoncé.  Quant  à  la  seconde  :  si  D  est  tan- 
gente à  Q,  les  deux  plans  tangents  à  Q  issus  de  D  sont 
confondus  ;  or,  les  plans  tangents  à  Q  issus  de  D' 
correspondent  à  ceux-là,  donc  ils  sont  aussi  confondus. 
D  et  D'  sont  donc  tangentes  aux  mêmes  quadriques  du 
faisceau. 

Ann.  de  Mathémat.,  4»  série,  t.  XVIII.  (Janv.  1918.)  2 
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La  relation  homographique  entre  X  et  jjl  qu'on  obtient 
en  égalant  à  zéro  le  second  facteur  est  donc  la  relation 
qui  lie  les  paramètres  des  deux  plans  (issus  de  D  ou 
de  D',  peu  importej  tangents  à  une  même  quadrique  ; 
c'est  une  relation  involutive.  Mais,  dans  cette  corres- 
pondance, les  deux  plans  isotropes  issus  de  D  se 
correspondent,  donc  les  plans  doubles  sont  rectangu- 
laires et  Ton  retrouve  ainsi  ce  fait  bien  connu  que  les 
deux  plans,  passant  par  D  et  tangents  aux  deux  qua- 
driques  homofocales  tangentes  à  D,  sont  rectangulaires. 


[I19c] 

LE  PRODUIT  M  CI\'Q  iXOMBUES  Ei\TIERS  COi\SÉGlTIFS 
IV'ËST  PAS  LE  CARRE  ir[li\  INOMRRE  EINTIER; 

Par  m.  t.  IIAYASIIl  (Sendaï,  Japon). 
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J'ai  démontré  précédemment  dans  les  iXouvelles 
Annales  (1916,  p.  i5o),  que  le  produit  de  deux,  trois 
ou  quatre  nombres  entiers  consécutifs  n'est  jamais  un 
carré,  ni  un  cube,  ni  une  puissance  quelconque.  Repre- 
nant et  développant  aujourd'hui  le  même  sujet,  je  me 
propose  de  montrer  que  le  produit  de  cinq  nombres 
entiers  consécutifs  ne  peut  être  non  \)\y\<  le  carré  d'un 
nombre  entier,  c'est-à-dire  que  la  solution  en  nombres 
entiers  de  l'équation  indéterminée 

n'existe  pas. 

1.   Cas  où  X  est  un  carré.  —  Je  vais  déoiontrcr  que 
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l'équation 

(:r2— i)(a;2-+-4)  =  -2 

ne  peut  avoir  de  solution  entière. 

Gomme  x^ —  i ,  r- —  4  ne  sont  pas  des  carrés,  nous 
pouvons  poser 

:r2— i  =  A2/-,         x^—/i=B''r', 

r  et  /•'  ne  contenant  pas  de  facteurs  carrés.  Alors,  [)our 
que  l'équation  indéterminée  puisse  exister,  il  faut  que 
l'on  ait 

c'est-à-dire 

x^  —  i  —  X^r         et         x2— 4=B2r. 

De  là,  par  soustraction, 

z  =  (A2— B2)r. 

Donc 

/•  =  3         et        A2— B2  =  i. 

Mais  cette  dernière  relation  est  impossible.  Donc, 
dans  le  cas  où  x  est  un  carré,  l'équation  indéterminée 
proposée  est  impossible  aussi. 

2.   Cas  où  X  n^est  pas  un  carré.  —  Soit  alors 

(I)  ^•  =  X2^, 

OÙ  \  est  considéré  comme  une  quantité  ne  conlenant 
pas  de  facteur  carré;  comme  dans  le  cas  précédent; 
on  a 

{l)  572—    I    =  A2/' 

et 

(3)  ^2_4  =  B2r', 

attendu  que  r  et  r'  ne  peuvent  être  égaux. 
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X  et  x'^ — I  sont  des  nombres  premiers  entre  eux; 
et  par  suite  \  ou  un  de  ses  facteurs  n'est  pas  facteur 
de  a?^  —  I ,  mais  il  l'est  de  4-  Donc  \  n'est  autre  chose 
que  2. 

En  outre,  r,  ou  l'un  de  ses  facteurs,  ne  pouvant 
pas  être  facteur  de  x,  est  facteur  de  x- —  \,  et  par 
suite  de  (^r^ — i)  —  (^x- — 4)-  Donc  /•  ne  peut  être 
que  3.  Par  conséquent,  si  l'équation  indéterminée  pro- 
posée existait,  /•'  serait  2x3. 

Donc  (i),  (2)  et  (3)  deviennent  respectivement 

(4)  x  =  iy.\ 

(5)  ^'— I  =  3  A*, 

(6)  ^2__4==6B2. 

Cette  dernière  équation  (6)  indique  que  3  est  facteur 
de  a?  —  2  ou  a;  -f-  2. 

3.   Si  3  était  facteur  de  x  —  2,   d'après  (4),    2  étant 

aussi  facteur  de  :r  —  2,  (6)  se  décomposerait  en  deux 

équations 

X  —  2  =  6Bf,  a:-f-2=B|; 

ou  bien 

a:  —  2  =  6  B  f  ^,  X  -4-  2  =  B 1 5, 

S  désignant  un  facteur  non  carré. 
Or  si  l'on  admet  que 

a:  -h  2  =  B|, 

d'après  l'équation  indéterminée  proposée,  comme  le 
produit  de  quatre  nombres  entiers  consécutifs 

(.r —  2)  {x  —  \)x  (x  -+- 1) 

ne  peut  être  un  carré,  l'équation  proposée  n'existe  pas. 
s  sera  alors  facteur  de  (.t  4-  2)  --  [x  —  2);  par  suite  sa 
valeur  sera  2. 
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Dans  ce  cas  on  a 


X  —  2  =  I2B|;  rr+2=2B 


Mais  d'après  (4)  cette  dernière  équation  devient 

ce  qui  est  impossible. 

4.  Si  3  était  facteur  de  :r  -}-  2,  d'après  (4),  2  étant 
aussi  facteur  de  a?  -h  2,  (6j  serait  décomposée  comme 
suit  en  deux  relations 

a:4-2  =  6B|,  x  —  2  =  B|  ; 

ou  bien 

a^ -+- 2  =  6B^.ç,        X  —  2  =  B|j. 

La  première  de   ces  équations,   exprimant  que  le  pro- 
duit de  quatre  entiers  consécutifs 

{x  —  \)  X  {x  -\- \)  {x  -\-  l) 

est  un  carré,  ne  peut  pas  exister;  et  la  valeur  de  5  est  2 
comme  dans  le  cas  précédent.  Donc  on  a 

a7-f-2=I2B|,  X  —  2  =  2B|. 

Or  cette  dernière  équation,  d'après  la  relation  (4)^  se 
transforme  en 

X2-1  =  B2, 

équation  qui  est  impossible. 

Donc  l'équation  indéterminée  proposée  est  impos- 
sible aussi. 
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/  ANALOGIES  EXTRE  LE  TKIAXGLE  ET  LE  OUADRILATÈRE; 

Par  m.  J.  HOUGHAFU. 


Triangle. 

I.  Dans  un  triangle  le  cen- 
tre 0  (Jii  cercle  circonscrit,  le 
centre  de  gravité  G,  le  point 
de  concours  H  des  hauteurs 
sont  en  ligne  <iroite  et  Ton  a 

■..OG  =  GII. 


2.  Les  milieux  des  côtés 
d'un  triangle  quelconque  for- 
ment un  triangle  semblable 
au  premiei',  mais  inverse- 
ment placé    Rapport  d'homo- 

.      •       ï 
thetie  :  — • 
i. 

lî.  Le  centre  d'homothétie 
est  le  point  G. 

i.  Si  par  les  milieux  A'B'C 
des  côtés  BC,  GA,  AB  on  mène 
des  parallèles  à  BB',  GC'  et 
AA'  qui  coupent  GC,  GA,  GB 
en  M\P,  le  triangle  MNI*  est 
semblable  au  triangle  ABC 
dans  le  rapport  de  i  à  2. 

ri.  L'aire  de  ce  nouveau  tri- 
angle est  égale  au  quart  de 
l'aire  du  premier  triangle. 


Quadrilatère. 

1.  Dans  un  quadrilatère  le 
point  d'intersection  O  des  dia- 
gonales, le  milieu  m  de  la 
droite  joignant  les  milieux  des 
diagonales  le  centre  de  gravité 
G  sont  en  ligne  droite  et 

O  m  =  3f)i  G. 

2.  Les  centres  de  gravité  des 
triangles  qui  deux  à  deux 
forment  le  quadrilatère  donne 
un  quadrilatère  semblable  au 
premier,    inversement    placé. 

Rapport  d'homothétie  :  -  • 

3.  Le  centre  d'homothétie 
est  le  point  m. 

■i.  Si  l'on  joint  Ic^  points  où 
les  droites  joignant  les  mi- 
lieux de  deux  côtés  adjacents 
coupent  les  diagonales  du  qua- 
drilalère,  on  a  un  quadrilatère 
semblable  au  premier  dans  le 
rapport  de  i  à  •>.. 

ri.  L'aire  de  ce  nouveau  qua- 
drilatère est  égaie  au  quart  de 
de  l'aire  du  premier  quadrila- 
tère. 


(  ^-3  ) 


6.  Quand  on  projetle  les 
sommets  A,  B,  G  d'un  triangle 
en  a,  6,  c  sur  une  droite  A 
du  plan,  l'aire  algébrique  du 
triangle  ABC  est 

aire  ABC  =  aire  A 6c 
+  aire  Bca 
-+-  aire  Gab 

7.  Si  l'on  joint  les  milieux 
des  côtés  d'un  triangle  on  a 
un  nouveau  triangle,  si  sur  ce 
triangle  on  répète  la  même 
opération,  on  a  un  troisième 
triangle  et  ainsi  de  suite  la 
limite  de  ces  triangles  et  le 
centre  de  gravité  G  du  trian- 
gle primitif. 


8  Si  par  les  milieux  A'B'C 
d'un  triangle  ABC  on  mène 
des  parallèles  aux  côtés,  on  a 
un  triangle  A'B'C  dont  le 
centre  de  gravité  G  coïncide 
avec  celui    du   triangle  ABC 


6.  Quand  on  projette  les 
sommets  A,  B,  G,  D  d'un  qua- 
drilatère en  a,  6,  c,  d  sur  une 
droite  A  du  plan,  on  a 

aire  Xbd  -}-  aire  Bca 
-+■  aire  Cdb  -+-  aire  D  ac 
=  aire  ABGD. 


7.  Si  l'on  joint  les  centres 
de  gravité  des  triangles  qui 
deux  à  deux  composent  le 
quadrilatère  on  a  un  quadri- 
latère semblable  au  premier^ 
si  surce  quadrilatère  on  répète 
la  même  opération  et  ainsi  de 
suite,  la  limite  de  ces  quadri- 
latères est  le  centre  de  gravite 
G  du  quadrilatère  primitif. 

8.  Si  par  les  milieux  E,  F 
des  diagonales  AG  et  BD  d'un 
quadrilatère  ABGD  on  mène 
des  parallèles  EM'  et  FM'  à 
BD  et  AG,  le  centre  de  gravité 
du  quadrilatère  coïncide  avec 
le  centre  de  gravité  du  tri- 
angle EM'F. 


[M'3g] 


SIR  LES  FOYERS  DES  COURBES  PLACES  ; 

Par  m.  J.  JUHEL-RÉNOY. 


Théorème.  —  Soient  trois  courbes  C,  S,  S  de 
classe  in  ayant  les  mêmes  tangentes  communes; 
F, ,  F27  F3,  . .. ,  F2,/  les  2  n  foyers  réels  de  la  courbe  S  : 
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il  existe  une  courbe  de  classe  in  liomofocale  à  la 
courbe  G  et  tangente  à  toutes  les  tangentes  menées 
des  points  F, ,  F2,  . .  . ,  Fa,,  à  la  coui^be  S. 

En  effet,  soient 

/(>,  v)  =  o,         cp(a,  (/)  =  o, 
/(«,  0  +  Kcp(w,  p)  =  K'FiF2...F2„-K"(w2+r2)«, 

les  équations  des   trois  courbes  G,   S,  S,   le  fojer  F/ 

ayant  pour  équation 

F,  =  o. 

13e  l'équation  de  la  courbe  2,  on  tire 
f{u,  v)  +  K"(w2-hp2).j==_KcpC«,  (^)-i-K'F,F2F,  ...Fj,,. 

Or  le  premier  membre  représente  une  courbe  de 
classe  2  7i  liomofocale  à  la  courbe  G;  le  second 
membre,  une  courbe  de  classe  2n  tangente  à  toutes  les 
tangentes  menées  des  foyers  F,,  Fo,  ...,  Fj,,  à  la 
courbe  S. 

La  proposition  est  donc  démontrée. 

Son  application  aux  coniques  nous  donne  les  deux 
théorèmes  suivants  : 

Théorème.  —  Soient  trois  coniques  G,  S,  S  ins- 
crites dans  U7i  même  quadrilatère^  F,.ef  F2  les  foyers 
réels  de  la  conique  S;  il  existe  une  conique  liomofo- 
cale à  G,  inscrite  dans  le  quadrilatère  des  tangentes 
menées  des  points  F,  et  Fj  à  la  conique  S. 

Dans  le  cas  où  les  deux  foyers  F,  et  V^  se  con- 
fondent, ce  théorème  devient  : 

Théorème.  —  Soient  deux  coniques  bitangentes  S 
et  ï;  le  quadrilatère  des  tangentes  communes  à 
runc  (les  coniques  S  et  à  une  conique  G  liomofocale 
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à  Vautre  conique^  est  circonscriptible  à  an  cercle  : 
le  centre  du  cercle  est  le  pôle  par  rapport  à  la 
conique  S  de  la  corde  des  contacts  des  deux  co- 
niques S  et  S. 

Ces  deux  théorèmes  comprennent,  comme  cas  parti- 
culiers, les  beaux  théorèmes  de  Ghasles  sur  les  coniques 
homofocales. 
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SUR  DELX  PROPOSITIOÎVS  DE  RIBAllCOUR 
(QUESTIONS  858,  859); 

Par    m.     R.    BOUVAIST. 


Je  démontrerai  tout  d'abord  le  théorème  suivant  : 

Théorèaie.  —  Soient  deux  points  M  et  (M')  décri- 
vant deux  courbes  {M)  et  (M')  de  telle  sorte  que  la 
droite  ^iW  touche  en  T  ujie  courbe  {T)^  les  tangentes 
à  (M)  et  (M')  en  M  et  W  se  coupent  sur  une 
courbe  (R)  en  K,  la  tangente  à  (K)  en  K  coupe  MM' 
en  S;  si  Oj,  et  p^,,  désignent  les  rayons  de  courbure 
en  M  et  W  à  (M)  et  (M')  on  a  la  relation 


PM'       MS.M'T    KM' 


PM        M'S.MT    1^^ 


Soient  N  l'intersection  des  normales  à  (M)  et  (M') 
en  M  et  M',  |jl  et  ^!  les  centres  de  courbure  de  ces 
courbes  en  M  et  M',  a  et  ^  les  intersections  de  la  nor- 
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maie  en  K  à  (K)  avec  NM,  iNM'.  Posons 

NMM'  =  "e,         NM'1VI=6',         i\lKa=ç.         M' K3  =  «,', 
nous  aurons 

d'où 

KM    TM  _  jVlja    KM^  coscp  MK^      TM   _    M  }jl    coscp 

ÎCM'  TM'  ~  M'.a'   KM   ^^'        ^T^  ^M'  ~  MV  ^^' ' 

,,    ,  MS  KS        M' S  KS 

d  on,  en   remarquant   nue  =  ?:  ,   y  = ^, , 

*  ^        coscp         cos'i      eos'^  coso 

M  S   .    WT^  _  My  cos^Q' 
M'S  •  M'T  ~  irjl    COS36  ' 
d'où  enfin 


pM'        MS    M'T    KM' 


oM         M'S    MT     ttt: 
'  KM 


Un  cas  particulièrement  simple  sera  celui  où  le  rap- 

MS        MT         ■  .  , 

1^'^^     \Fs  '   vTt  ^^^^  harmonique:  nous  aurons  alors 

PM-  ^    km' 

En  voici  deux  exemples  <;éométriques  : 

1°  Les  courbes  (M)  et  (M')  sont  une  seule  et  même 
conique,  la  courbe  (K)  est  une  droite.  On  voit  que  : 

Si  les  deux  tangentes  à  une  conique  en  M  et  M' se 
coupent  en  K,  le  rapport  des  rayons  de  courbure  à 
cette  courbe  en  M  et  M'  est  égal  au  cube  du  rap- 

KM 
/^'^'■'  KM'  • 
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2°  Les  courbes  (M)  et  (M')  sont  une  seule  el  même 
cubique,  le  point  T  est  un  point  d'inflexion  de  cette 
courbe,  le  point  K  décrit  alors  la  polaire  harmo- 
nique (K)  de  T;  d'où  la  proposition  suivante  : 

Une  sëcciîite  issue  d  un  point  cU inflexion  T  cVune 
cubique  coupe  la  courbe  en  M  et  M',  les  tangentes  à  la 
courbe  en  M.  et  W  se  coupent  en  K,  le  rapport  des 
rayons  de  courbure  de  la  cubique  en  M  et  M' est  égal 

,      7  KM 

au  cube  au  rapport  rr^,  • 

Ceci  posé,  les  deux  propositions  de  Ribaucour  que 
je  considère  sont  les  suivantes  : 

Question  proposée  858  (i868,p.  190;  réimprimée 

DUin  point  M  dans  le  plan  d'une  conique,  on 
mène  à  celle-ci  les  deux  tangentes  MA  et  MB,  puis 
par  M,  on  mène  une  droite  MG. 

Aux  points  A  et  B  on  construit  les  coniques  ayant 
quatre  points  confondus  avec  la  proposée  et  tan- 
gentes à  MG. 

Démontrer  :  1"  que  ces  coniques  touchent  MG  au 
même  point  G;  2"  que  si  l^on  fait  tourner  l'une 
d'elles  de  manière  à  la  rabattre  autour  de  MG  du 
côté  de  la  première^  les  coniques  ainsi  obtenues 
auraient  en  ce  point  un  contact  du  troisième  ordre^ 
c'est-à-dire  qu^elles  auraient  eji  G  quatre  points 
communs  confondus . 

Questio7i  proposée  859  (1868,  p.  190;  réimprimée 
1917.?-  157)  : 

Démontrer  la  même  proposition  pour  les  courbes 
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du  troisième  degré^   lorsque  M  est  sur  la  polaire 
d'uji  point  d'inflexion. 

I.  Question  808.  —  Soit  a  le  point  où  MG  coupe  AB, 
soient  (E)  la  conique  donnée^  (A)  et  (B)  les  faisceaux 
formés  par  les  coniques  qui  surosculent  (E)  en  A  et  B, 
•jL  conjugué  de  INI  pur  rapport  à  (E)  est  le  second  point 
double  de  l'involution  déterminée  sur  MG  par  les 
coniques  (A)  et  (B)  ;  il  existe  donc  deux  coniques  (A,) 
et  (B,  )  se  touchant  en  jjl.  Une  des  propositions  données 
plus  haut  montre  qu^elles  ont  même  rayon  de  courbure 
en  u.. 

Soit  [jl'  le  conjugué  harmonique  de  ul  par  rapport  à  A 
et  B.  La  sécante  commune  à  (A,)  et  (B,)  qui  corres- 
pond à  MG  passe  par  [Ji',  si  Ton  fait  correspondre  aux 
points  communs  à  (A,)  et  (B,)  situés  sur  cette  droite 
les  points  cycliques,  (A,)  et  (B|)  se  transforment  en 
deux  cercles  égaux  tangents  extérieurement,  car  \x'  est 
évidemment  un  centre  de  similitude  de  (V,)  et  (B,). 
Il  en  résulte  que  si  to,  et  too  sont  les  centres  de  (Ai) 
et  (B,),  [JL03,  et  [jLto.j  sont  conjugués  harmoniques  par 
rapport  à  |jl A  et  ijlM.  Prenons  la  symétrique  (B,  ) 
(le  (B,)  par  rapport  à  Ma  parallèlement  à  AB,  fB',  ) 
aura  son  centre  sur  ato,,  axe  d'aberration  de  courbure 
de  (A,)  en  a;  comme  elle  a  on  ce  point  même  rayon 
de  courbure  que  (A),  elle  lui  est  surosculatrlce  eu  ij,. 

Question  859.  —  Gclte  propositicm  n'est  vraie  que 
dans  un  cas  particulier.  Soit  1  le  point  considéré; 
si  IAB  =  :r  =  o,  MA  =  3—0,  MB=)=o,  MA 
et  MB  étant  les  tangentes  à  la  cubique  en  A  et  B, 
l'i-quation  générale  de  celle-ci  sera 

rz[y.r  -f-  Pj'  -H  Y  «  ]  -+-  B  r*  (  A  r  -h  ^y  ~hyz)  —  o , 
a.x  -{-  (5  >'  -h  vc  =  o  ét;\ul  la  tauuenle  triullexlcui. 


(29  ) 
Le  faisceau  (A)  sera 

B  cr2  +  (JL  ^2  ^ i — i  xz  -h  lyz  =  o . 

r 

Le  faisceau  (B)  sera 

2(a  — A) 

B;r2-h  |Jii  jK^H — ^ — ; — -^y  +  "^y^  =  O- 

Les  polaires  de  M  par  rapport  à  (A)  et  (B)  se 
coupent  en  un  point  jjl  fixe  de  la  polaire  harmonique 
(?J'  — y5  =  o  de  I  par  rapport  à  la  cubique);  ce 
point  UL  nest  pas  sur  AB,  sauf  dans  le  cas  où  A — a  =  o, 
cas  auquel  la  cubique  se  décompose. 

Les  coniques 

(  A ,  )  ^  1  B  p  a?  +  (  a  -  A  )  :s  1 2 -+- 2  B  p  [  P  7  -  Y  ^  ]  5  =  o , 
(B,)^|BY^+(a-A)j^|2+2BY[Y-s-Pr]jK=o 

touchent  M  p.  en  [ji;  les  propositions  démontrées  plus 
haut  montrent,  du  reste,  qu'elles  ont  même  rayon  de 
courbure  en  [jl. 

La  sécante  commune  à  (A<)  et  (B,)  qui  correspond 
à  la  tangente  Ma  a  pour  équation 

2B[3Y(a  -  A)x+  |(a  — A)2_2B(3y|  IPjk-4-  Y-2^1  =o; 

elle  passe  par  I,  qui  est  du  reste  un  centre  de  simili- 
tude de  (A,)  et  (B|);  un  raisonnement  identique  à 
celui  que  nous  avons  fait  plus  haut  montre,  dès  lors, 
que  (A,)  et  la  conique  (B,  )  obtenue  en  prenant  la 
symétrique  de  (B,)  par  rapport  à  M|jl  parallèlement 
à  I|ji.,  sont  surosculatrices  en  {jt.. 

La  proposition  de  Ribaucour  est  donc  inexacte  et, 
rectifiée,  doit  s'énoncer  comme  il  suit  : 

Si  par  un  point  d'inflexion  I  d'une  cubique  T, 
on  mène  une  sécanle  coupant  la  courbe  en  A  et  B,  il 


(  3o) 
existe  une  conique  (A)  surosculatrice  à  Y  en  A  et 
une  conique  (B)  surosculatrice  à  Y  en  B.  qui 
touchent  la  polaire  harmonique  A  de  l  par  rapport 
à  Y  au  même  point  ijl,  si  (B')  désigne  la  conique 
obtenue  en  prenant  la  symétrique  de  (B)  par  rap- 
port à  A,  parallèlement  à  I|jl,  (B')  et  (A)  sont  suros- 
culatrices  en  [jl. 
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i^lilt  L'ORDRE  DE  SURFACES  ËIVGEXDRËeS 
PAR  COllRRES  D  U^  ORDRE  DOi\l\É; 

Par  iM.  G. -H.  SISAM. 


On  sail  (jue  si  chaque  généralrice  recliligne  g  sur 
une  surface  réglée  coupe  toutes  les  autres  généralrices 
en  un  point  variant  avec  g.  la  surface  est  un  plan.  Des 
théorèmes  analogues  pour  des  surfaces  engendrées  par 
des  coniques  se  coupant  en  un  ou  plusieurs  points  ont 
été  démontrés  )x\r  M.  Kœnigs  dans  les  Annales  de 
l  Ecole  Normale  supérieure  ÇV  série,  t.  V,  p.  1-7- 
192)  et  pour  des  surfaces  engendrées  par  des  cubiques 
par  M.  Humbert  dans  le  Journal  de  Mathématiques 
(4*" série,  t.  X,  p.  i6(j-20i).  Les  résultat>  obtenus  cons- 
tituent tous  des  cas  spéciaux  du  théorème  suivant  : 

Si  une  surface  d'ordre  m  est  engendrée  par  des 
courbes  irréductibles  d'ordre  n  de  telle  façon  que 
deux  courbes  génératrices  arbitraires  se  coupent  en 
'^points  variables,  nous  aurons  mv'^n*. 

Une  surlace  d'ordre  av  >>  m  contient  une  courbe 
dnnnr(?  du  svstènie  généralrur  sur  la  surface  donnée  si 
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elle  contient  x^n  -f-  i  points  sur  la  courbe,  c'est-à-dire 
si  les  coefficients  dans  son  équation  satisfont,  au  maxi- 
mum, à  x^n-{-i  équations  linéaires  indépendantes. 
Elle  contient  une  deuxième  courbe  donnée,  si  ils  satis- 
font, au  maximum,  à  x^n-\-\  —  v  autres  équations 
indépendantes.  Continuant  de  cette  façon,  nous  trou- 
vons que  la  surface  d'ordre  x^  possède  xvn  -\-  i  points 
communs  avec  toute  autre  courbe  du  système  généra- 
teur et,  par  conséquent,  a  la  surface  donnée  comme 
composante  si  les  coefficients  dans  son  équation  satis- 
font, au  plus,  à 

(i)       ^vn-f-i-i-  a^vn-f-i  —  V  -\-  xvn  -\-\  —  2v-î-...-l-i 

_  {xn  -\-  \)  {xy  n  -\- 1) 
1 

conditions  linéaires  indépendantes. 

Mais  le  nombre  réel  de  conditions  auxquelles  les 
coefficients  doivent  satisfaire  pour  que  la  surface 
d'ordre  Xi'  ait  la  surface  donnée  comme  composante  est 

)  }i\x'i)-r-\ — iS(a;v — m) — 1  =  ^ — — ; — i 

6 

{xv  —  î}i->^\){xv  —  m-\-2){xv  —  m-^'è) 

6 

_'imx'^v'^^'^{!^m  —  m'^)xv  +  \\m — 6m*-t-m3 

6 ' 

puisque  toute  surface  d'ordre  a  v  —  m,  avec  la  surface 
donnée,  constitue  une  telle  surface  d'ordre  xv. 
Puisque  (i)  donne  une  limite  supérieure  pour  (2), 
nous  avons,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  plus  grandes 

m 
que  -, 

{xn~\-\)  (ar/iv-4-2) 
2 

>  3m_v2^2^  3(4/71  —  m2)va7-hiim— 6m3H-  m3 
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ou 

—  {m  —  \)  {m  —  i){m  —  3)^o. 

Le  coefficient  de  x-  ne  peut  être  négatif.  Sinon,  en 
prenant  x  suffisamment  grand,  nous  pourrions  rendre 
le  premier  mcm])re  de  cette  inégalité  négatif.  D'où 
mv^  n. 

En  particulier,  si  m^ii'^  il  viendra  v  ^=  o,  c'est- 
à-dire  : 

Sur  une  surface  d  ordre  plus  grand  que  n- ,  un 
système  algébrique^  co',  de  courbes  d'ordre  n^  cons- 
titue un  faisceau. 


C0RRE8P0\DA\CE. 


M.  d'Ocagne,  —  Sur  le  lieu  du  milieu  du  rayon  de 
courbure.  —  Le  théorème  donné  dans  le  n"  2  d'une 
note  récente  de  M.  Cli.  Michel  (V.  yi.,  lyi;^  p-  '^<^<^) 
n'est  qu'un  cas  particulier  de  ce  tliéorème  bien  connu, 
de  Mannheim  :  Si  les  normales  aua;  lieux  décrits  par 
les  points  M  et  I  rencontrent  en  M,  ^/  I,  la  normale  à 
l ^emeloppe  de  la  droite  MI, la  normale  au  lieu  décrit 
par  le  milieu  P  de  MI  passe  au  milieu  P,  de  iM|I|. 

Si  le  point  I  est  le  centre  de  courbure  de  la  courbe 
(M),  le  point  M,  se  confond  avec  I,  et  le  ])oinl  I,  est  le 
centre  de  courbure  de  (I).  On  voit  ainsi  que  la  normale 
au  lieu  de  P  passe  par  le  milieu  P,  de  II,,  et,  comme 
la  droite  PP,  est  alors  parallèle  à  MI,  que  la  tangente 
au  lieu  de  P  est  perpendiculaire  à  la  droite  joignant 


(  33  ) 

le  pointai  au  centre  de  courbure  correspondant  T, 
de  la  développée.  C'est  là  In  théorème  qu'à  retrouver 
M.  Cil.  Michel . 


CORRESPONDANCE. 


M.  d'Ocagne.  —  Sur  le  centre  de  courbure  des  con- 
choïdes.  —  Le  tliéorème  général  d'où  M.  Goormaghligh 
fait  remarquer  (A^  ^.,  1917,  p.  434)  que  Ton  peut 
déduire  la  construction  du  centre  de  courbure  de  la 
conchoïde  de  Nicomède,  qui  fait  l'objet  de  la  ques- 
tion 2254,  est  précisément  celui  d'où  je  l'ai  tirée.  Ce 
tbéorème  général  se  trouve  démontré  à  la  page  286  de 
mon  Cours  de  Géométrie  descriptive  et  de  Géométrie 
infinitésimale  ( Gauthier- Villars;  1896). 

M.  V.  Thébault.  —  Au  sujet  de  la  question  2324.  — 
Cette  propriété  n'est  qu'une  forme  particulière  de  la 
suivante,  très  répandue  dans  les  recueils  élémen- 
taires : 

Si^  dans  un  triangle  ABC,  V angle  A  est  égal  à 
120°,  V inverse  de  la  bissectrice  intérieure  relative  à 
cet  angle  est  égal  à  la  somme  des  inverses  des  côtés 
qui  le  comprennent. 

Voir  par  exemple  le  Bulletin  de  Mathématiques 
élémentaires.,  1901  p.  -•7. 

l\l.  V.  Thébault.  —  Sur  une  proposition  de 
Laguerre.  —  \oici  une  autre  démonslration,  pour  le 
cas  du  triangle^  de  la  proposition  de  Laguerre  envi- 
sagée par  M.  R.  Bouvaist,  {N.  A.  191 7,  p.  3i5). 
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1.   Soient  une  conique  et  un  cercle  représentés  par 
les  équations 

S' =  (a;  —  a)2 -4- ( jK  —  6 )2  —  R2  =  o. 
Leurs  invariants  sont 

A  = 


«262 


e'=4  +  |!_.._R.(^^-LV       A--R2. 

a^        b^  \  I        62/ 

La  condition  pour  qu'il  soit  possible  de  circonscrire 
à  la  conique  un  triangle  ABC  qui  soit  en  même  temps 
inscrit  dans  le  cercle,  s'écrit 

(  I  )  02  =  4A6'. 

2..  Soient  F  et  F'  les  deux  foyers  de  la  conique  S, 
F"  Finverse  de  F  par  rapport  au  cercle  S'  et  O  le  centre 
de  ce  cercle;  désignons  par  u  et  r  les  longueurs  OF  et 
OF',  on  a 

a2  =  (a— c)2-f- p2,  (,2=  (a  4-c)2-4- ^2^ 


d'oii 


ou 


=  a'H- [Î2-+- c2,        u^v^=^ 4a2c2; 


et 


(m2_pJ)J  1^1=  _(,^2_t;2)l_2c2(M2-+-t'')-h4c^ 

of A    7~r  ■  •  -"■-■—■    --     ■ '■  ■-      — "  -        --     ■    .II.       -  • 

4c2.  4c» 

En  substituant  ces  dernières  valeurs  dans  l'égalité  (i) 
on  obtient  la  relation  de  Lagucrre 

(2)  (R2— u2)(  K2— r»)  =  46'R2. 

3.    C.ette  relation  (li)  peutëtre  transformée  et  lionner 
(^  '  )  (.f.  IS'ouvelles  Annales,  i«jo3,  ai4 


crabord 


pu 


IS 
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ÔF ""  ^  (Laguerre), 

F'R  X  F'F"  =  4^2         (  Laguerre  ). 


AMIE^^ES  QUESTIONS  NON  KÉSOLllES 


2145  (1910,  95).  —  Si  l'on  pose  (i) 

a  -h  6  /2  -h  c  \J  —  5  H-  d  sj-y.  / —  5 


X  = 


a,  6,  c,  rf  étant  entiers,  a  et  c  étant  de  méme*parité  : 

1°  Les  nombres  x  sont  des  entiers  algébriques; 

2"  La  somme  ou  le  produit  de  deux  nombres  n  est  un 
nombre  x\ 

3°  La  norme  du  nombre  x  (c'est-à-dire  le  produit  de  ce 
nombre  par  ceux  qu'on  obtient  en  changeant  \/i  en  — \pi^ 
ou  y/ — 5  en  —  \J — 5,  ou  en  faisant  ces  deux  changements  à  la 
fois,  est 

/a2—  262H-5c2—  IOÛ?2\2  ^      ^  ^     ^^ 

X=l  j   -Hio(a<i — èc)2; 

4"  La  norme  du  produit  de  deux  facteurs  est  égale  au  pro- 
duit des  normes  de  ces  facteurs; 

b"  Etant  donnés  deux  nombres  de  la  forme  indiquée,  peut-on 

,         j         *        c           m  ^  n\/i-\-  .. . 
trouver  un  nombre   de   même  torme -— appelé 

quotient^  et  un  autre  nombre  de  même  lorme  — 


appelé  reste,  tels  qu'on  ait 
a  -h  b  \pi-\-. . . 

_  e  -\-  fs/i  -f- . . .  m  -h  /i  ^2  -h  . . .         j^  -\-  ssJi-\- . . 
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tels,  de  plus,  que  la  norme  du  reste  s<:»it  inférieure  à  celle  du 
diviseur'  G.  Foxtexé. 


âl51  (  1910,  239 

lité 


I  .2 
I 


—  ktablir  directement  (pour  n  ^  i)  l'é^- 


I 

1 

I 

1 .2 


—     o 

I 


(  2  /ï  )  I        (271  1     ! 


I 
1.2 


=  O, 


relative  à  la  formule  de  sommation  d'Euler-Maclaurin. 

G.  FONTENÉ. 

2156  I  1910,  355  j.   —    On  considère  la  suite   des  polynômes 
en  .r 

Pi,,     P„     P-     P^ 

tels  que 

./7P„=(3/l  — 2)P„_,-i3/ï-4-+--''tPa-j 

-^(i  —  T*)(n  —  2^P„_, 
avec 

Po=P,  =  .. 

y* 

1'.=  ,--. 


r    Montrer  que  Ton  a 

P«=  ai,-f-Cia,T^  C* a, ar«-i-...-^CiS[<î;,x/' -+-...—  C^a^je", 

C^  étant  le  nombre  des  combinaisons  de  n  lettres  p  à  p  et  Op 
étant  fonction  de  p  ^eu!  iodépeiidani  de  .r  et  n  ; 

2"  Montrer  qu'il  y  a  une  relation  linéaire  entre  a^,  tip-tt 
a^_5  vérifiée  quel  que  «oit  p.  En  conclure  la  valeur  de  Op  en 
fonction  de  p.  R.  Gil»ert, 


2161  (1910,  536).  —  L'nc  pyramide  régulière,  de  sommet  S. 
d  pour  base  un  rectangle  ABCD.  On  considère  le  paraboloîde 
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de  révolution  de  sommet  S  qui  passe  par  le  cercle  circonscrit 
au  rectangle  ABCD  et  le  parallélépipède  indéfini  dont  ce  rec- 
tangle est  la  section  droite.  Démontrer  que  le  solide  commun 
à  ces  deux  corps,  limité  au  plan  de  base  delà  pyramide,  a  un 
volume  double  de  celle-ci.  M.  d'Ocagne. 


Nous  terminons  ici  la  réimpression  des  Anciennes  questions 
(1842-1910)  non  résolues.  On  trouvera  plus  loin  (p.  43)les\o» 
des  questions  restées  sans  solution  au  3i  Décembre  1917. 

(N.  d.  1.  R.) 


OUESTIOXS. 


2350.   Si  l'on  désigne  par  ¥^l  le  i'*""*  nombre  figuré  d'ordre/? 

T^P        i{i-^i)...{\-^p  —  i)  p,o       ^ 

F,=  J-\ '  ^i='^ 

la  somme 

F'/  +  V^x  H-  ¥'^x^-^.  . .  -h  F^:r«-î 

a  pour  expression 

I  -+■  A^«-+-  Ba?«^i  -f-.  ..-4-  Hx"-^P 
(i  — a^)/»-^!  ' 

les  coefficients  A,   B,  ...    étant  tels  que  le   numérateur  soit 
divisible  par  le  dénominateur.  Le  numérateur  est  de  la  forme 

in  '^  n  ~\- \  ^  n -h -?.  ^ -^  P .] 

et  l'on  aura 

n(/i-hi)...(nH-/?) 


N  = 
La  série  entière 


P' 


Fî  -f-  F?  X  -i-  F J ;r2  ^ .  . .  +  F|;  :r«-»  4- . . . 
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est  convergente  pour  |a:|<i,  et  a  alors  pour  somme 


G.    FONTENÉ. 

2351.  Considérant  le  réseau  formé  dans  l'espace  à  trois 
dimensions  par  les  points  à  coordonnées  entières  dans  un 
système  d'axes  rectangulaires,  on  demande  de  déterminer  les 
triangles  isoscèles  ayant  comme  sommets  trois  points  du 
réseau.  E.  Cahen. 

2332  Soit  ABA.'B'  une  section  principale  d'un  ellipsoïde 
dont  les  axes  sont  AÂ',  BB',  GC  Par  le  sommet  G,  on  mène 
la  parallèle  CD  à  l'un  des  axes  AA'  de  cette  section;  par  le 
sommet  C,  une  parallèle  G'D'  à  l'autre  axe  BB'.  Si  une 
droite  A  se  déplace  en  rencontrant  constamment  l'ellipse 
ABA'B'  et  les  droites  CD  et  G'D',  le  volume  enfermé  dans  la 
portion  de  surface  qu'engendre  le  segment  de  A  compris  entre 
les  droites  CD  et  CD' est  égal  au  volume  de  l'ellipsoïde. 

M.  d'Ocagne. 

2353.  Construire  deux  cercles  de  même  rayon,  tangents 
entre  eux,  et  touchant  cliacun  une  droite  donnée  en  un  point 
donné,  en  avant  soin  d'examiner  quel  est  le  nombre  des  solu- 
tions réelles.  M.  d'Ocagne. 

2334.  Quand  une  droite  se  dépince  dans  un  plan,  les  centres 
de  courbure  des  éléments  décrits  simultanément  par  des 
points  marqués  sur  cette  droite  appartiennent,  d'après  un 
théorème  connu,  à  une  conique;  démontrer  que  le  lieu  des 
deuxièmes  centres  de  courbure  correspondants  est  une  sex- 
tique.  R.  GoGRMAGHTIGH. 

2333.  —  On  considère  une  tige  guidée  BB',  glissant  le  long 
de  O'x,  dont  l'extrénuté  B  est  reliée  au  bouton  A  d'une 
manivelle  OA  tournant  autour  de  O,  non  situé  sur  O'x,  avec 
une  vitesse  angulaire  constante.  Soit  8  la  distance  de  O  à  O'r 
et  posons 

OA  =  fl,         AB  =  /.         ABO'  =  <p,         />flr-hô. 
Démontrer  que  les  valeurs  des  ongles  o,  correspondant  aux 


(  39  ) 

positions  du  point  B  pour  lesquelles  la  vitesse  de  ce  point  est 
maximum,  sont  données  par  l'équation 

/•2(/2_^2)sin6<p_4/3  5sin»cp— /2(/2— a2— 5o2)sin*cp 
-4-2/8(3/2-ha2  — 82)sin3(p_/2(/2_^^2+io82)sin2cp 
-+-2/S(/2_3a2-h  382)sin«p 

=  (72_  «2^_g2)(a2_«2). 

R.   GOORMAGHTIGH. 

2356.  Trouver  une  suite  indéfinie  de  nombres  entiers  Xi, 
x^,  , .  .^  x,i,  . .  . ,  telles  que  tous  les  produits 

X\^       XiX-2i        .  •  •  j       X\X<i^  .  .  .  X,i, 

soient  des  carrés  augmentés  de  l'unité. 

Il  existe  une  infinité  de  telles  suites. En  effet  x\,  X2j...,Xn,  •  •  • , 
étant  supposés  connus,  on  peut  trouver  une  infinité  de  valeurs 
satisfaisantes  de  Xn-  L'intérêt  de  la  question  est  de  former  la 
plus  simple  de  ces  suites,  c'est-à-dire  celle  pour  laquelle  la 
valeur  satisfaisante  dont  il  s'agit  est  minimum,  quel  que  soit  n. 

P.  Garissan. 

2357.  Un  tétraèdre  inscrit  à  un  ellipsoïde  de  révolution  a 
pour  centre  de  gravité  le  centre  de  celui-ci.  On  joint  les  som- 
mets du  tétraèdre  à  l'un  quelconque  des  foyers  de  Tellipsoïde, 
chacune  des  droites  obtenues  étant  limitée  au  sommet  dont 
elle  est  issue  et  à  la  face  opposée.  Démontrer  que  les  quatre 
segments  ainsi  déterminés  ont  même  longueur. 

R.  Bricard. 

2358.  Si  ABGD  est  un  quadrilatère  plan  fixe,  A'B'G'D'  un 
autre  quadrilatère  plan,  mobile  dans  l'espace,  mais  invariable 
de  forme,  il  existe  une  infinité  de  positions  de  ce  second  qua- 
drilatère pour  lesquelles  il  est  perspectif  du  premier,  c'est- 
à-dire  telles  que  les  droites  AÂ',  BB',  GG',  DD'  concourent  en 
un  même  point  S.  Démontrer  que  le  lieu  de  ce  point  S  est  un 
cercle.  Béjot. 


(4o) 

N  "  des  Anciennes  questions  des  Nouvelles  Annales 

(de  1842  à  1910,  N'M  à  2166) 

restées  sans  solution  au  31  décembre  1917. 
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62 

126 

266 

333 

383 

424 

oo4 

592 

593 

598 

604 

617 

643 

703 

730 

731 

732 

774 

791 

805 

812 

880 

888 

891 

893 

947 

967 

999 

1000 

1042 

1058 

1063 

1074 

1078 

1107 

1108 

1149 

1206 

1234 

1236 

12o6 

1305 

1361 

1365 

1366 

1446 

1486 

1490 

In  19 

1522 

1523 

1530 

1564 

1571 

1596 

1599 

1600 

J609 

1629 

1631 

1647 

1686 

1687 

1688 

1689 

1690 

1691 

1692 

1693 

1694 

1695 

1705 

1715 

1731 

1738 

1747 

1761 

1762 

1763 

1776 

1777 

1810 

1821 

1824 

1826 

1828 

(m] 

1838 

1847 

0850 

1854 

1856/"'^ 

1859 

1884 

1885 

1886 

1889 

1890 

1892 

1911 

1937 

1944 

1956 

1988 

20O3 

2010 

2038 

2039 

2045 

2057 

2065 

2096 

2116 

2141 

2145 

2156 

La  comparaison  avec  le  Tableau  publié  précédemment  (^igi  i, 
p.  246)  montre  qu'un  nombre  notable  de  questions  ont  été 
récemment  résolues,  grâce  aux  efforts  de  nos  lecteurs. 

Nous  les  en  remercions,  et  nous  comptons  sur  leur  persé- 
vérance. 

On  voit  que  1  iT»  questions  seulement  restent  sans  solutions. 
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[LHla] 

(iKOliPËS  M  P0li\T8  SUR  LlIVrEKBOLË  ÉQUILATÈRË; 
EXERCICE  PROPOSÉ; 

V\K    M.     P.    AIMM^LL. 


Problème.  —  Soieiil  qiialre  polnls  pris  sur  une 
livpcrl)ole  équilalère  A,,  B,,  Gj,  Dj  ;  les  hauteurs  du 
triangle  B,  G,  D,  se  coupent  en  un  point  A2  situé 
sur  l'hyperbole,  de  même  les  hauteurs  de  G,  D<  At 
se  coupent  en  un  point  Bo  de  la  courbe,  etc.  On  déduit 
ainsi  des  quatre  points  A, ,  B, ,  G| ,  D, ,  quatre  nouveaux 
points  A2,  B2,  G2,  D2  ;  de  même  de  ces  quatre  points 
on  en  déduira  quatre  autres  A3,  B3,  G3,  D3,  ...  et  ainsi 
de  suite.  Etudier  la  suite  de  ces  groupes  de  points  : 
est-il  possible  que  le  groupe  A,,,  B^,  G,/,  D,;  coïncide 
en  tout  ou  en  partie  avec  A, ,  B, ,  Gi ,  D, . 

Indications  sur  la  solution.  —  L'étude  générale  des 
i»roupes  de  points  sur  une  courbe  algébrique  se  rat- 
tache au  théorème  d'Abel.  Le  problème  actuel  se  traite 
d'une  façon  élémentaire,  à  l'aide  de  la  fonction  expo- 
nentielle. 

Soit  ^J'=  I  l'équation  de  la  courbe  rapportée  à  ses 
asymptotes;  chaque  point  est  défini  par  son  abscisse. 
Si  les  sommets  d'un  triangle  ont  pour  abscisses 
x' .,  x\  x'" .,  le  point  de  concours  des  hauteurs  a  une 
abscisse  x  donnée  par 

juOC  Ou    OC     — '•  —  I  • 
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l\)Sons  pour  ini  poiiir  de  la  courbe 


X  =  e% 


Les  quatre  ])remier.s  poiuls  A,,  B,,  C,.  D,  correspon- 
<leiit  à  (les  valeurs  de  t  :  a,.  3,.  Vi»  ^i-  On  a  ensuite, 
en  appelant  a^^,  p,j,  y,^.  o„  les  \aleurs  de  ^  correspondant 


€l  en  iieneral 


Z.  -+-  ^1-^  Yi  -^0,  ^  71/. 
-«2  ~+-  Y 1  ~^  ^  I  "^  ^  1  ^  '^  '  • 
l'a  H-  '^1  -^  ^-1  --  / 1  =  '■'- 
*2  -r-  y-l  H-  3l  -+-  Yl  —  ~  ^ 


"J-P+x  -f-  [i/;  -^  Y/'  —  o,,  =  t:  r . 
i^/z+i  -I-  Y/'  "*"  '^/'  ""  ^/>  =  ••  ^' 
ÏA'-i-î  "^  ''^Z'  "^  ^/'  "*"  h>  ^  ~i- 

^■'/>-+l  •+-  ^p  -^  l^/''^  ','p  ^  '^•^■: 


le^sij^ne   ^    iiidupunl    uu<'    éi;alitc    à    u»-s    .titillipic 
de  3  7:1  près.  SI  l'on  pose 

S,,  =  a,,-i-  3«H- Y„-+-  0;,. 

on  a 

S/,-u, -+- "{S/,  =  o, 

formule  ipn   pcrnief    de  caU  ulei-  S„.  On  ;>  <^nsull<* 

*/)M  —  î'/)  H-  o^j  ^  1T  f , 

r*P+i  —  ."'/'"*"  ^/»  ^  ''^  't 
Y/'<-«  —  T/'  "^"  S,, ^=  7r/, 

'^/^  M  —  '^/.  -^  ^/>^   -'• 
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[I19a] 

yVl  SUJET  D'Li\  ARTICU;  DE  M.  A.  GÉRARDIN  ; 

Par  m.  Kmile  TURRII^RR. 


Le^i  Nouselles  Annales  de  Mathématiques  (191O, 
p.  ()2-74)  <^rit  publié  un  intéressant  article  sur  les 
Distances^  en  nombres  entiers,  de  trois  points  et  de 
leur  centre  isogone  à  1 20"  de  M.  A.  Gérardin  (Nancy). 
Il  s^agit  de  la  résolution  en  nombres  entiers  et  positifs 
des  trois  équations  simultanées  : 

(  X-  -+-  xf  -^  y-  =  D , 
{  z*- -h  zx -^  x-^  ==  [3 . 

Le  symbole  □  que  j'utilise  signifie  carré  parfait^ 
selon  la  notation  habituelle  des  anciens  géomètres. 

Je  ciois  utile  de  signaler  ici,  et  très  rapidement 
d'ailleurs,  quelques  remarques  fondamentales  sur  le 
système  précédent  d'équations  indéterminées  et  sur 
un  système  ]>eaucoup  plus  général.  11  est  manifeste 
que,  sans  restriction  de  généralité,  il  est  possible  de 
reivq^lacer  l'hypotlièse  que  les  nombres  x^y^z  sont  des 
entiers  par  celle  de  la  rationalité  de  ces  nombres.  Plus 
généralement  encore,  je  supposerai  qu'on  ne  fait 
aucune  liypotlièse  sur  les  signes  de  x,  y  et  z. 

Dans,  ces  conditions,  je  considérerai  un  système  de 
trois  équations  simultanées  quadratiques  et  homogènes 
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de  la  forme  suivante  ; 

(  G^2-^  \\zx-\-  I.r2=  n, 

où  les  neuf  coefiicients  A,  B,  ...,  H  et  1  sont  des 
nombres  rationnels  alj^ébriques  quelconques.  Chacune 
des  trois  équations  constitutives  d'un  tel  système 
n'est  autre  qu'une  équation  de   Brahmagupta-Fermat, 

A  -H  B  <  4-  c  r^  =  n , 

mise  sous  forme  homogène.  Relativement  à  ce  sys- 
tème (2)  j'établirai  tout  d'abord  la  proposition  sui- 
vante : 

Lorsque  chacune  des  trois  équations  de  BraJima- 
gupta-Fermat  constitutives  du  système  (2)  est  réso- 
luble (abstraction  faite  des  deux  autres  équations), 
r étude  du  système  (2)  est  équivalente  à  celle,  dépen- 
dant des  fonctions  elliptiques,  des  aritlimopoints 
d'une  surface  du  sixième  degré  de  V espace  ordi- 
naire. 

Je  suppose,  en  elFel,  que  chacune  des  équations  (^:>) 
est  résoluble;  il  en  résulte  que  chacune  de  ces  trt>i> 
équations  admet  une  infinité  de  solutions;  si,  pour 
li\er  les  idées,  l'équation  de  Brahmagupta-Fermat 

A  .r2  -h  B  a  y  -h  G  j^  =  D 

admel  la  solution  parliculière  yx  =^  Xq.  y  ^-  y^^),  sa 
solution  générale  en  nombres  rationnels  algébriques 
est  susceptible  d'être  représentée  par  l'arithmopoinl 
courant  de  l'arithmoconique  d'équation 


A.r'-^-H  B.r^  H-  Cy'  =  \  .r»  -4-  B-r,,.)  «  -f-  Cj 


(45) 

Les  coordonnées  de  cet  arithmopoint  courant 
s'obtiennent  alors  comme  intersection  de  celte  arith- 
moconique  avec  une  arithmodroite  arbitraire  pivotant 
autour  de  l'arithmopoint  connu  a  priori.  Soit 

l'équation  de  cette  arithmodroite,  Z  étant  un  nombre 
rationnel  algébrique.  L'arithmopoint  d'intersection 
autre  que  le  pivot  (x^Xq,  y  =  yQ)  a  donc  pour 
coordonnées 

_  Ga7oZ2— 2GJK0Z  —  (Aa;o-i-  Bj^o) 
^  ~  GZ24-BZH-A  '~~  ' 

_  —  (Barp-h  G7o)Z^  —  aA-ToZ  -f- A  jp 
^  ~  GZ2TBZ+Â  '~' 

de  sorte  que  le  rapport  -  qui  seul  nous  intéresse  ici  a 
pour  expression  en  fonction  de  Z  : 

y  _  (Ba;o-hG^o)Z^+9.Aa7oZ  —  Ajkq 
X        — GarpZ^-f- sGjKoZ  4- A^Tp-h  Bj'p 

A  chaque  arithmopoint  ou  solution  de  l'équation  de 
Brahmagupta-Fermat  considérée  correspond  une  valeur 

du    paramètre    Tj=:- — —;    réciproquement,  à   toute 

Ou   ~~~  vCq 

valeur  rationnelle  de  Z  correspond  ainsi  une  solution  - 
(à  un  facteur  près   d'homogénéité)    de  l'équation  de 
Brahmag  upta-Fermat . 

Cette  remarque  faite,  si  le  système  (2)  est  constitué 
de  trois  équations  de  Brahmagupta-Fermat  séparément 
résolubles,  la  méthode  précédente  donnera  des  expres- 
sions rationnelles  de  -  et  de  -  analogues  à  l'expres- 

y  z 

sion  (3)  :  le  rapport-  s'exprimera  au  moyen  d'un  pa- 
ramètre    X 1= i-    et     le    rapport    -    au     moyen 

y--y\.  ^^        z  ^ 


(  46  ) 


X  —  œ<i 


(î'nn  paramètre  \  = ^—  par  les  formules 

'  y—y^  ^ 

'  ^  _  'Hj,-^I.r2)Y^-f-9.G-S2Y  — Ga-2 . 

iy\-!  Z\)  €sl  une  solution  de  la  seconde  équali<ju  du 
«jslème(â);  (^2,  ^2)  est  de  même  solution  particu- 
lière de  la  troisième  équation.  Il  n'est  pas  nécessaire 
de  supposer  qu'il  existe  des  relations  spéciales  entre 

^Oî  y 01  y \ 7  2< ?  ^2  et  X'i. 

Il  résulte  maintenant  de  tout  ce  quiprécède  que  l'on 
peut  établir  une  correspondance  entre  une  solution 
quelconque  (x^  y,  z)  du  système  (2)  et  un  groupe  de 
valeurs  des  trois  paramètres    X,  \,   Z,   sous  la  seule 

condition   que   le  produit  <les  trois  rapports  t^>  ^  et  *— 

soit  égal  à  l'unilé.  Celle  condition  étant  vérifiée,  la 
connaissance  de  X,  ^  ,  Z  entraine  celle  dune  solution 
du  système  (2)  à  un  t'acleur  d'homogénéité  près.  La 
proposition  énoncée  plus  haut  est  donc  établie  et 
Téquation  de  la  surface  du  sivième  degré  dont  l'étude 
ariliimogéométrique  est  écjuivalente  à  l'élude  du  srs- 
,  lème  des  trois  équations  <le  J^rahmùiguptii-Fonnai  est 
finalement,  dans  un  espace  rt»pporté  à  trois  axes  OX, 

OV  OZ  : 

[  (  B  .i-o  -+-  C  j-o  »  Z^  ^  >  A  ./"o  /  —  A.)o  I 
x[(Ejn-F:;,)X2-H2D/',X-nc,| 
X  |(H3o^i-l.rj)  Yï-i-aG  -,  Y  -G-rj] 

=  [—  C  .roZ=^  ~  •!  C  }V/.  -^-  Xxo  —  n  J'o  I 
X  [-F7,X*-+-a  Fc,X-h  Dji-h  Fs,| 
X  1—  f  ^5  Y=^-»-9  I  TjY-^G^ï  -4-  H.rjl 

(^iClte  surface  (hi  >i\ièiue  (leî;r(''  csl  (riinr  nature  l>ien 


(  1;  )^ 

spéciale,  ce  qui  simplifie  lieurensemeiil  l'élude  aritli- 
niogéoinétrique.  Les  ligaes  de  niveau  (  l'un  quelconque 
(les  plans  coordonnés  étant  pris  [)our  plan  horizontal) 
sont  des  quartiques  planes  très  particulières.  Une 
lelle  (piarlique  a,  en  efTet,  une  équation  de  la.  forme 

aX2Y2-f-\Y(6X  +  vY)  +  cp,(X,Y;  =  o, 

,p2  (  ^1  V  )  étant  un  polynôme  quadratique  en  X  et  \  . 
11  esl  manifeste  que  cette  quartique  plane  n'est  autre 
que  la  projection  de  la  biqiiaJratique  gauche  d'équa- 
tions 

XV  --  z, 

(xL^  -^  Z(  [:i  \  +  7  Y  I  -h  OafX,  Y  )  =  o. 

De  cette  nouveUe  remarque  importante  il  résulte 
(\\\on  se  trouve  en  présence  (Viine  (juestion  inti- 
ineinent  liée  à  Vétade  aritliniogéométrique  d'une 
hiqaadratiqae  gauche.  Je  n'insisterai  pas  sur  cette 
belle  question  que  j'ai  longuement  étndiée,  sous  le 
j)oint  de  vue  aritliniogéométrique,  dans  les  JSotions 
d  Al  lihnio géométrie  en  cours  de  publication  dans 
\  Enseignement  mathématique  (  '  ). 

Ainsi  donc,  dans  sa  plus  grande  généralité,  le  pro- 
l)lèuie  étudié  par  M.  A.  Géhardin  «  problème  que  l'on 
peut  classer  parmi  les  questions  ardues  d'analyse 
indéterminée  en  entiers  positifs...»  serattaclie  intime- 
ment aux  applications  géométriques  des  fonctions 
elliptiques.  Les  équations  (i)  sont  manifestement,  en 
effet,     des     équations     individuellement     résoiubles. 

L  ('(juation 

.r-  H-  xy  -r-  î'-  =  r/2 


(  '  )  Cf.  Ae  problème  de  Jean  de  Païenne  et  de  Léonard  de  Pise 
{L'Enseignement  Mathématique,  i.  XVII,  igiS,  p.  3i5-324);  Actions 
d'yirithmogéométrie  {Ibid..  t.  XVIII,  1916,  p.  Si-no  à  [).  397-4'?8 
et  à  suivre  ). 


(  48  ) 

udmet   la    solution    banale   ce  =  o.    y=za;  d'où,    en 

posant 

y  =  a  -+^  7.x, 

se  déduit  la  solution  générale  : 

•  2Z-+-1 

a;  =  —  a 


Z2+Z-+-I 
I  —  Z2 


y-    ^z2+z-4-i* 

j^'équation  de  la  surface  du  sixième  degré  associée 
s'obtient  immédiateuient  par  multiplication  membre  ci 
membre  des  équations 

(  Z^  —  I  )  :r  =  (  2  Z  -h  I  )  ^', 

(Y2-  àz  =  (2YH-i)r; 

on  est  ainsi  conduit  à  l'équation  relativement  simple 

(X2— i)(Y2— i)(Z2— i;  =  (-2X-f-i)(2Y  +  i)(2Z-+-i;. 

J^a  biquadratique  associée  a  donc  pour  équations 

XY  =  ^, 

(j;2_X2_Y2-i-i)(A2— ,;  =  (2/t-f-i)  [4Ç-^2(X  -h  Y)H-i  1; 

//  est  un  paramètre  rationnel  quelcoïKjue;  \,  \.  /. 
sont  les  coordonnées  cartésiennes  dans  le  système 
d'axes  auxquels  est  supposé  rapporté  l'espace  qui  con- 
tient cette  biquadralique  gauche. 

H  n'est  peut-être  |»<>inl  sans  intérêt  de  rappeler  ici 
lin  autre  remarquable  «as  parliculicr  des  l'-qualions  du 
Ivpe  (2).  C'est  celui  du  système  de>  In^i^  ('•quati<)n'> 
indéterminées 

c2  4-.r2=  D, 


(  49  ) 
<lu  problème  des  parallélépipèdes  rectangles  dont 
les  arêtes  et  les  diagotiales  des  faces  sont  coni- 
tnensurables.  Ce  problème  a  été  traité  [)ar  L.  Euleh  (  *  ) 
qui  en  a  formé  des  solutions  particulières  dépendani 
de    paramètres  et  qui    en  a  signalé  la  solution    toute 

particulière 

^^44,        y=^i\o,        ::  =  ii7. 

Ici  encore  les  équations   sont  manifestement  réso- 
lubles et  l'on  doit  poser 

(  Z2  —  ^)x  =  l 'Ly^ 
(X2—  \)y=  2Xz, 
(  Y2— i)^  =  ^Yic; 

de  sorte  que  cette  question  est  encore  réductible  à 
l'étude  arithmogéométrique  de  la  surface  du  sixième 
degré  d'équation 

(X2— i)(Y2  — i)(Z2— i)  .=  8XYZ;  ' 

elle  se  rattache  elle  aussi  à  l'étude  d'une  biquadra- 
tique  gauche  au  moyen  des  fonctions  elliptiques. 


CORRESPONDANCE. 


R.  Goormaghtigh. —  Sur  certaines  paraboles  asso- 
ciées à  Vellipse.  —  Dans  sonarticle  sur  les  paraboles  tt, 

(1)  L.  EuLERi  Conirnentationes  arithineticœ  collectée,  Petro- 
poli,  1849.  Tome  II  :  Fragmenta  comtneiitationis  cujusdani  ma- 
j'oris,  de  invenienda  relatione  inter  latera  triangulorum  quorum 
area  rationaliter  exprimi  possit  (p.  648-65 1).  Les  paragraphes  52-55 
(p.  65o-65i)  de  ce  fragment  sont  relatifs  au  prolilème  signalé  dans 
le  texte  ci-dessus  :  Invenirè  tria  quadrata.  quorum  binorum 
summa  sit  quadratum. 


(  5o  ) 
elTTi  qui  passent  [)ar  les  pieds  des  normales  issues  d'un 
point  [*  à  une  ellipse  E  (Aoui'.  inn..  1917-  p.  4oi  ). 
]\[.  Barisien  démonlrait  (  §  9)  que,  lorsque  P  décrit 
Tellipse  donnée,  la  droite  qui  le  joint  à  rinlerseclion  (> 
des  axes  de  t:,  et  -0  reste  normale  à  une  ellipse  fixe, 
l'.n  employant  les  résultats  de  cette  Note,  on  peut 
démontrer  ce  théorème  plus  général  :  Si  le  point  P 
décrit  une  conique  ayant  même  centre  et  même 
direction  d'axes  que  \\,  la  droite  PQ  reste  normale 
à  une  elUjyse  fixe. 

Observons  que,  si  deux  coniques  ont  même  centre 
et  mêmes  directions  d'axe*^,  les  droites  qui  joignent  les 
points  de  même  anomalie  excentrique  o  sont  en  général 
normales  à  une  ellipse.  On  voit,  en  eftel,  aisément  que 
Ton  peut  projeter  la  figure  de  manière  que  l'équation 
normale  des  projeclions  d  des  droites  considérées  ait 

la  forme 

X  sin  'i  —  y  cos  es  =  k  si n  •>,  o  : 

ren\clo|)pe  des  droites  d  est  alors  une  astroïde  régu- 
lière et  les  droites  considérées  enveloppent  une  déve- 
loppée d'ellipse.  En  tenant  com[)te  de  ce  qui  précède, 
on  déduit  facilement  des  équations  (  \-a)  de  la  page  \o\ 
la  proposition  gt'nérale  énoncée  ci-dessus. 

R.  Goormaghtigli.  Sur  les  d(\eloppantrs  arrn- 

hiires.  —  M.C^Ii.  .Micliel  a  imliqué  (/Vo/zr.  in/i..  nH7« 
p.  4^0  )  nue  construction  delà  langenle  en  un  [>oinl  P 
(le  la  (b'K'eloppantr  K/éolaire  T  d'une  courbe  C  par 
rap[)orl  au  p(Me  O.  La  liaison  cnho  le  centre  de  cour- 
bure Y  do.  y  (Ml  p  cl  cchii  y  de  la  courbe  donnée  ('  au 
point  correspondant  M  cs>\  égalcnuMil  simple  : 

/.es  normales  à  C  cf  V  sr  coupant  en  1>.  on  tnènr 
pdi  la  projeviimt  dr  "  sur  OM   une  parallèle  ù  Ml* 


(  ■=;>  ) 

cjui  coupe  OP  en  ();  la  parallHe  à  LQ  meiu'c  par  O 
pa^se  pat'^''. 


SOLIiriOi\S  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


1078. 

(1872,   p.   191,    l!ll<s   p.    3Go). 

(>/i  donne  une  courbe  plane  quelconque  et  la  langente  at 
au  point  a  de  cette  courbe.  On  mène  la  corde  bc  parallè- 
lement à  la  tangente  at.  Lorsque  bc  se  rapproche  indéfi- 
niment de  at,  m  restant  parallèle  à  cette  droite,  on 
dem((fide  : 

i"  La.  limite  des  positions  de  la  droite  ae  qui  joint  le 
point  a  au  milieu  e  de  la  corde  bc.  On  obtient  ainsi  à  la 
limite  la  droite  que  M.  Transon  a  appelée  axe  de  déviation 
de  la  courbe  en  a] 

x"  La  limite  des  positions  du  point  de  rencontre  des  axes 
de  déviation  de  la  courbe  en  b  et  c\ 

J"  La  limite  des  positions  des  droites  qu'on  obtient  en 
joignant  le  point  a  aux  points  dHnter section  des  cercles 
oscul^ieurs  de  ta  courbe  donnée  en  b  et  c  : 

i°  La  limite  des  positions  du  point  de  rencontre  de  la 
corde  commune  à  ces  deux  circonférences  et  de  la  tan- 
gente at. 

Maknheim. 

Solution 
Par  M.  ,1.  Ser. 

I.  Soit  U^' la  tangente  en  un  point  O  delà  courbey(XY)  =  o, 
l>ans  la  région  voisine  de  ce  point,  on  peut  exprimer  X  en 
fonction  de  Y  par  une  relation  de  la  forme 

J  1 

(i)  \  =jn\ -\-p\--~q\--\~r\'--^...=  ^{\), 


(  52   ) 

les  constantes /?,  m,  q^  r...  étant  déterminées  par  la  condi- 
tion que  si  l'on  substitue  la  valeur  de  X  dans  l'équation  y*=o 

z 
les  termes  en  Y,  Y^,  Y^  ...  seront  successivement  nuls. 

La  droite  Y  =  A^  coupe  la  courbe  en  deux  points  iMi  et  Mj 
dont  les  abscisses  A^i  et  Aa^a  s'expriment  en  fonction  de  y/Aj^ 
au  moyen  de  l'équation  (i),  le  signe  positif  du  radical  corres- 
pondant par  exemple  au  point  Mj  de  manière  que  si  l'on  pose 
^ly  =  £,  on  ait 

(2)  \Xi=  pz -\- me^-+- qz--Jr  rz'*-i-,  .  .. 

Soit  Aai  l'angle  de  la  tangente  en  Mj  avec  dx.  Nous  aurons 

langAai  = 


m 

P         ^<7    «                       /         '^^^ 

22              2                                            ,                p 

-( 

2e\ 

'          ?.m           \  ni"^ —  '^fjq    „ 

I £  H ,      '  ^   £2  _^  .  .  .  . 

P                             P- 

_1 
(3j     sin Aa,  =  tangAa,(! -+- tang2 Aai)    2 

=  tangAai tang  Aaa-f- . .  . 

_  2  î  /  2  m  ^       4  '^i"  —  3/? ^  —  2  _ , 

""  7  V    ~  T"  '  T^  ''" 

/'   \  P 

La  droite  X  =  m  Y  est  évidemment  Y  axe  de  déviation  OD 

de  la  courbe  au  point  0. 

IL  Transportons  l'origine  au  point  Mi  et  prenons  pour 
nouvel  axe  des  X  la  tangente  IMiXi  en  Mj.  Les  formules  de 
transformation  seront  : 

(  X  =  A:ri -T- XiCOsAai  —  Y,sinAai, 
(5) 

I  Y  =  A^  -f- X,  sin  Aa, -h  YjCosAaj, 

^   Xi  =       (X  —  A»!  ;  cosAaj -4- (Y  —  A^)sinAa,. 
(   Yi==  — (X  — Aa',)sinAa,-+-(Y  — AjMcosAx,. 

La  substitution  (  )  1  dans  l'équation  /"--  <•  nous  donnera  une 


(53  ) 

équation /j=  o,  d'où  nous  déduirons  un  nouveau  développe- 
ment 

1 
Xi=  /niY,-4-/7i  Yi-M- 

En  revenant  aux  anciens  axes  de  coordonnées  nous  aurons 
pour  équation  de  l'axe  de  déviation  Mi  Di  relatif  au  point  Mi 

(7)  (X  —  Aa;i)(cosAai-+- WisinAai) 

—  (Y —  ^y)  (nii  cos  Aai  —  sin  Aai  )  =  o. 

Développons  cette  équation  en  nous  bornant  aux  infiniment 
petits  du  premier  ordre  et  en  posant  par  suite 

rm  =  m  +  jj-Aa  : 
nous  obtiendrons 


X  —  //i  Y  -H  Aai  (  ;?rX  -4-  Y  —  ;x  Y  )  —  A.r 


Nous  aurons  de  même  pour  l'équation  de  l'axe  MjD-,  relatif 
au  point  Mj 

X  —  m  Y  +  Aa2  (m\  -h  Y  —  [xY)  —  A  ro  =  o. 

Et  comme  A>ri-i-Aa?2  et  Aai-|-Aa2  sont  des  infiniment  petits 
du  second  ordre,  la  limite  de  l'intersection  des  deux  axes  sera 
le  point  déterminé  par  les  équations 

i  X  —  niY  =  o, 

f  Aai(i-i-m2 — tjt.)  ~  2(1 -4- m2 — [ji.) 

Gc  point  se  trouve  donc,  à  un  infiniment  petit  du  second 
ordre  près,  sur  Taxe  MD.  Sous  une  autre  forme  on  peut  dire 
que  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  axes  relatifs  à  deux 
points  Ml  et  M2  situés  sur  une  parallèle  à  la  tangente  Q> oc 
admet  l'axe  OD  comme  tangente  d'inflexion. 

Pour  calculer  (jl,  effectuons  les  opérations  indiquées  plus 
haut,  La  substitution  (5)  réduite  aux  infiniment  petits  du 
premier  ordre  devient 


X  =  Xi+Aa,  r Yi     , 


P 


(9)  {  '  *\2 

Y  =  Yi-h  AaiX, 


(  54-  ) 

D'autre  part,  nous  pouvons,  dans  le  voisinage  des  points  O 
et  Ml,  remplacer  la  courbe/  par  celle  qui  est  rej>ré5eiitée  par 
l'équation 

(10)     9  =--  (X  -  m\  -  rY-^—...f--\ip  -^  qX-^sy'- -^. ,,)'-=  o 
^  \2  "  (  m^  "  2pq  )\-i—  >  m  \  V  -  />2  V  -4-  .  . . 


et  nous  obtenons  après  substitution 

9,  =  'f  (X,  Y,)  +  Aa.  I  (^  -  ^  .)  rx,  -  ^^\] 

=  (  I  —  ■>.  m  A-^,  )  X-  —  •'  \in  -f-  (  •>,/></  -f- 1  --  ni-  j  At,  )  \  Y  -h .  .  . 

d'où  nous  lirons 

(m;     /;*!=  —^ —         ^^ =  m    -(«1-4- i  —  •>/?7)Aa, 


et  finalement 


I  —  -i/n  Aai 


'1.  =  /;i2  _j_  ,  _|_  97?^/. 


L'interprétation  du  coefficient  |Jt.  est  facile.  Soient  10  l'angle 
de  l'axe  MO  avec   la   norn»ale    MY  en  0  et   t»  -^Atr  l'angle 

Dj  Mt  Y]  ;  nous  avons  évidemment 

tangcj  =  ///  lang(  0)  -+-  Aw  =  //i  -r-  ;j.  Aa 

et  |>ar  suite,  comme  approximation  du  premier  ordre, 
lan^M  (•)  -  -  Aoj  I  —  taiigto 


i\\) 


Ax, 


A(o  „     ^  A(» 

—  — (  I -T- lanu-w)  =- (  '   t-rt<*> — : 

Ax,  "  Aïi 

quand    ;j.  est    nul,    la    variation    de   to  est    donc   un   iMlinimeiit 
petit  du  second  ordre  par  rapport  à  Ao»-. 

ICn  portant  la  valeur  <le  ;jl  dans  lès  équations  f  8)  nous  obte- 
nons; pour  les  coordonnées  du  point  ilinlersection  T^y^  de* 
axes  Mil),  et  MoD, 


—  P 


(>i)  ''•0  = TJ-y         Jo 

<!e  ré>uliai   s'interprète  immédiatement.   Il  roulte  on  ciVot 
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(lu  calcul  précédent  que  nous  n'avons  eu  à  faire  intervenir 
dans  les  équationsyet  cp  que  les  coefficients />i, />  et  </,  et  tout 
se  passe  par  conséquent  comme  si  nous  avions  cherché  le 
point  de  rencontre  des  axes  de  direction  relatifs  à  deux  points 
de  la  conique 

(X  —  «lY  )2  — />  Y  (/)  -f-  ^iq  Y)  =  o 

qui  se  coupent  naturellement  au  centre. 

On  peut  donc   conclure   des  considérations  précédentes  : 

L  ^enveloppe  des  axes  de  déviation  est  le  lieu  des  centres 
des  coniques  ayant  avec  lacourbe  un  contact  du  cinquième 
ordre. 

Lorsque  \x  est  nul  on  a  la  relation 

•^  ibq^  4(1  +  ni-) 

puisque  ^—  est   le   rayon   de  courbure    en    0.    Dans    ce  cas    le 

2 

point  ^oJKo  est  la  projection  sur  OD  du  centre  de  courbure. 
Effectivement,  si  l'on  considère  le  déplacement  infiniment  petit 
de  l'angle  DOX  considéré  comme  invariable,  le  centre  instan- 
tané de  rotation  est  le  centre  de  courbure  qui  se  projette  bien 
sur  OD  au  point  où  cette  droite  touche  son  enveloppe. 

m.  Le  cercle  de  courbure  au  point  Mi  a  pour  équation, 
dans  le  système  d'axes  MiXi  Yj, 

X^H- Yf   -sRiYir^o 

et  par  conséquent,  dans  le  système  \()Y, 

(i5)      (X  — A.r2-|-(Y— A^)2 

—  -2  Ri  [Y  —  ^f)  cosAai  —  (X  —  AjTi)  sin  Aa,  J  =  o 

=  X2H-Y2—  2tjX  — 2r,,Y+K,. 

L'axe  radical  des  centres  de  courbure  en  Mj  et  1M2  est  donc 
la  droite 

2(^-e2)X4--2(r,i--r.,)Y  =  K,-K2 

(jui  coupe  la  tangente  OX  en  un  point  H  dont  l'abscisse  A  a 
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pour  valeur 

_  '\x-y  — Aa:|  -\-'i^y{\X^  cosai —  Kacosajj  —  ^(Ki  Aa?i  sinAai  —  R2Ar2sinAaj) 
Aa7i  —  Aa72 —  (Risin  Aai  —  R^sin  Aaj) 

Les  valeurs  principales  du  numérateur  et  du  dénominateur 
sont  les  termes  en  z^  dans  leur  développement.  Il  suffit  donc 
de  former  ces  termes.  Remarquons  que,  pour  le  calcul,  nous 
n'aurons  besoin  de  développer  Ri  en  fonction  de  £  que 
jusqu'aux  termes  en  i"^. 

Posons  donc 

\       p        q 

sin  Aai  =  —  (z  -\-  at"-  -\-  bi^  ) . 
P 

Nous  avons  immédiatement 

\Xx  —  ^x^_  =  2(/>£  -h  ^s'),         Arf  —  A.r?,  =  4  mpz^. 

Ri  —  Ro  =  />^p£, 

Risin  Aai  —  Rjsin  Aa2=  i\pi  ->r  {b  -^  <7  -^  a  ^)z^] 

Ri  A;risin  Aai  —  Rj  Aa^tsin  Aao  =  np-  i \~  a  -\-  p\ 

et,  par  suite, 

/,  3^  />('^«-+-p) 


(  a  K  -\-  b  -^  <s  —  «  >  ' 


(t  et  b  sont  donnéiS  par  les  formules  (î  i.  Pour  calculer  p  et  <t, 
parlons  de  la  formule 

R.  -  — vT—  . 

Nous  avons  ici,  en   nous  bornant  aux  infiniment  petits  du 


(  ^:  ) 

deuxième  ordre, 


2£  '2 


ifii'^-h  4  -i-  6pq 


P' 


4£^        4  e  î^n  />      / 

et,  par  suite, 

2    V  /?  /J2  /    \  P         / 

p^  /         6  m  iz/tû  -i-  \2pg  -h  6     \ 

2  \         p  /?2  y 

Kn  remplaçant  a,  b,  p  et  a  par  leurs  valeurs,  il  vient  fina- 
lement 

,  _  p'^ m  _  Rm 

'^^  ^  ~  4(//^--M  -^■^•pq)  ~  ~^  ' 

La  corde  commune  aux  deux  cercles  est  donc  parallèle  à  la 
tangente  lorsque  |ji  est  nul. 

Quant  aux  droites  qui  joignent  le  point  0  aux  points  d'in- 
tersection des  deux  cercles,  leur  équation  est  de  la  forme 

Y2+C2PQ  ^o. 

Elles  se  réduisent  donc  à  la  limite  à  la  droite  double  OX. 
Ce  résultat  est  à  peu  près  évident  a  priori  et  je  ne  vois  pas 
bien  dans  quel  but  M.  Mannheim  a  posé  la  question.  Peut-être 
a-t-il  eu  en  vue  la  détermination  des  droites  P  =  o,  Q  =  o, 
dans  les  équations  desquelles  intervient  le  quatrième  terme  du 
développement  de  Ri,  ce  qui  exige  l'introduction  du  terme  rY- 
dans  le  développement  (i)  et  complique  la  qiînioi. 

1092. 

(1872,  p.  ,78;  1916,  p,  322.) 

On  a  deux  cercles  dans  un  /né nie  plan;  le  premier  est 
parcourw  d'un  mouvement  uniforme  par  un  point  M,  et  le 
Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  XVIII.  (  Févr.  1918.)  5 
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second  est  parcouru  en  sens  inverse  et  d'un  mouvétyiétif 

uniforme  par  un  point  m;  la  droite  élevée  à  chaque  instant 

par   le   milieu   de    la   corde   Mm    perpendiculairement   à 

cette  corde  enveloppe  une  conique  :  construire  cette  conique 

Trouver  la  propriété  analogue  de  V espace. 

Laguerre. 

Solution 
Par  M.    W.  BouvAisT. 

L'énonce  est  incomplet  ;  il  faudrait  encore  indiquer  une  rela- 
tion entre  les  vitesses  angulaii*es  des  points  M  et  m.  Si  d'ail- 
leurs on  se  reporte  à  une  |)roposition  analogue  de  Laguerre 
énoncée  dans  le  Ménl'oirc  sur  la  géométrie  de  la  sphère 
(  Œuvres.,  t.  H.  p.  36o),  on  est  conduit  à  admettre  que  le> 
points  Met  m  décrivent  leurs  trajectoires  dans  le  même  temp<-. 

Soient  alors 

(Cm.)  =^2_^,)/2-  R-2=o, 

( Cm  )  =  {x  —  a  Y  -T- y-  —  rs  =  o 

les  deux  trajectoires;  la  droite  M  «?  sera 

a:[(  R  —  r)  cos^  —  <7  |  -h  j^(  K  -h  /•  ^  sin  '^ 

ai-.-  r--^  2ft7-co3ç  -^  H- 

-\- =  o  : 


1,     •   •  -  a  ...         .         . 

transportons  I  origine  au   point  x  =^  —,  y  =^  o  ;  I  équation   do 

Icnveloppe  de  Mm  est 

('h  -H  r)-^        (U_  r)2_  „2        '• 

Supposons   mairtlenanl    (jue   les    ccrcle^    t<'\H.  (ti^,,;  soient 
quelconques  dans  l'espacé;  nous  aurons 


a^-    '    'F^ 


-!-    "-i .1=0, 


bz  —  cy  —  lilf  =  o. 


la  <lroiic  M  ni  sera 
X  —  «coscp 


(  S9  ) 


y  —  b  siu  o 


z —  c^incp—  // 
«-«coscp  — :ro—  Rcoscp  ~  ^  sin  cp— j)^o  + R  sino  r  sinp  -f-  // 

It;  plan   per|)endiculairc  au  milieu  de  M  ni  sera 

(•(.scp[r(a  —  R)  —  Ra^o]  -i-sincû[j/(^  -h  R)  -i-  Rjo+  c{z  —  h  ,>[ 

r                          /       ,    rr^4-A^-a7g-7,V-Rq, 
r=     .r^oH-jjo— /'^^ -; J 

(|iii  enveloppe  le  cône  du  second  ordi"e 

^^0  H-  rr  0  -hz^ ~~^ 

=  [xi  a   -  R)  —  Kx.,Y-^\y(b-\-  R)  4-  Rjo  -^  c{z  —  li)\\ 


1363. 

(1S81,  p.    192.) 

On  lionne  une  ellipse:  on  prend  le  tria ni^ le  acb  formé 
par  les  deux  tangentes  ca  et  cb  à  cette  courbe  et  la  corde 
de  contact  ab  et  Voii  détermine  le  point  m  d'où  l'on  voit 
sous  des  angles  droits  les  côtés  du  triangle  abc.  Quelle  est 
lu  surface.,  lieu  des  points  tels  que  ni.,  lorsqu'on  prend 
tous  les  triangles  analogues  à  acb? 

Mannheim. 

Solution 
Par  .M.   \\.  BouvAiST. 

Soit  U  lorihocentre  i\y\  iriangle  abc\  si  l'on  porte,  sur  la 
perpendiculaire  au  plan  de  Tellipse  en  H,  une  longueur  H  m 
égale  au  ravon  du  cercle  conjugue  au  triangle  abc,  ni  sera  un 
point  du  lieu.  Le  cercle  de  dianiènc  CM  coupe  ab  en  des  points 
conjugués  par  rapport  à  a  et  />,  il  est  orlhogonal  au  cercle 
de  Mojige  de  l'ellipse;  par  suiie  <]  et  lï  sont  conjugux^  par 
rapport  à  ce  cercle;  CM  étant  d'autre  part  perpendiculaire 
à  ab,  c  est  sur  Thyperhole  d'Apollonius  de  II  par  rapport  à 
l'ellipse.  A  un  point  H  correspondent  deux  points  G^  la  surface 
(ni)  sera  donc  du  quatrième  ordre,  sa  seciion  par  le  plan  de 
l'ellipse  sera  le  lieu  des  .points  11  tels  que  le  triangle  acb  soit 
rectangle:  ce  sera   donc    le   cercle   de    Monge   de  l'eMipse  el 


(  '>o  ) 

l'ellipse  elle-même.  Ces  résultats  suffisent  presque  à  montrer 
que  la  surface  (m)  est  la  surface  de  l'onde  dérivée  de  l'ellip- 
soïde 

x2       y!  z-^       _     _ 

62    "^    «2     "^    «^  H-   6^       -1   —  O. 

On  peut  du  reste  le  voir  facilement  comme  il  suit  : 
bi  ^0,  Yo  sont  les  coordonnées  de  H,  les  coordonnées  de  <! 
seront  liées  par  les  relations 

a^-yxo  —  62  .ryQ  =  c2  ry  : 

d'où 

_      62(a2-s-  62)  H-  c^-yi 

_      a2(a2-4-62)  — c2.r2 
■^^~~^        W^  x-^ -\- a-^ y^ 

a2    "^    b-i         ' 


5,2=  v/^:r-a7o)2^-fy-ro)- 


^  (^2-4-  62—  .2;-^—  >-^)  (c»:r2x2—  b^ x'^  —  o^y^)  ^ 
""  (6^r2-^-r/2j/2)2  ' 

d'où 

•2_       «._    <^-^  62  (  g^  -t-   6-^  >  -f-  6^.f2  H-  (7^2 

p2  —  6-"   j  o2 — a'—  — = — j 

•^'  '  .r 

bKr^-ha^y^ 
tl'où  enfin 


/,1    ^      02_^'!      '       ^^î_(rt2H-   62 


=  O, 


érjualion  qui  représente  la  surface  de  l'cndc  déviée  de  fellip- 
soïdc 


62  «2  g2-f-62 


—  1  =  0. 


\iiUes  noies  de  M.  H.  Uiîm  vi!m  .int«rieiii'"i  n  la   réimpression   de 
l'énoncé  en  i<)i6. 


(  <>•  ) 

1390. 

(  1882,  p.  m.) 

Considérons  l^ équation  f  ix)  =  o  qui  a  toutes  ses  racines 
réelles;  K  désignant  un  nombre  réel  arbitraire,  supposons 
que  l'équation  f{x) -i-K  ==  o  ail  m  racines  imaginaires. 
Démontrer  que  l'équation 

f'Hx)  -f(x)f"(x)  -  Kf"(x)  =  o 

a  m  racines  réelles,  toutes  les  autres  étant  imaginaires. 

Laguerre. 

'     Solution 
Par  M.  R.  BrxicAr.n. 

(Commençons  par  rappeler  un  fait  bien  connu.  Soient 
«1,  ...,  an  les  racines,  supposées  distinctes  pour  simplifier, 
(le  l'équation 

On  a 

f(x)  —  A(.r  —  ai)...(x  —  an), 

A  étant  une  constante;  d'où,  en  prenant   la  dérivée  logarith- 
mique, * 

/■        Zux~  a  ' 

et  en  dérivant  encore  une  fois. 


p  jLj{x-aY 

l^es  a  étant   réels,  il   résulte   de   là   que,  pour  toute  valeur 
réelle  de  x,  on  a 

(0  ,  f''-ff">o. 

On  voit  de  même,   l'équation  /' =  o  ayant  aussi  toutes  ses 
racines  réelles,  qu'on  a,  pour  toute  valeur  réelle  de  .r, 

(•^0  f"~f'f">o. 

Cela  rappelé,  écrivons  l'équation  proposée 


en  posant 


<^)n  a 


(    ^^2    ) 

'     f" 


Il  résulte  donc  de  l'inégalité  (i)  que,  dans  lou'i  les  inter- 
valles où  cp  est  continue,  ç'  a  le  signe  de^". 

Soient  alors  ^A  et  b/,i-\  deux  racines  consécuiives  <le  l'équa- 
tion 

/■  =  o: 

,r  variant  dan?  l'intervalle  ( h/,^  ^n  ■  i  '•  f  passe  de  In  \alcur 

'^(6/,)  =  —J\b,,) 

'^(bh+\  )  =  —f(h/t^i), 


a  la  valeur 


«n  variant  toujours  dans  le  même  sens,  (^es  deux  >alcuis  soni 
de  signes  contraires.  I.a  même  fonction  devient  une  fois  infinie, 
car  l'équation  /"  =  o  a  une  racine  et  une  seule  dans  lintei- 
valle  considéré.  Enfin,  elle  ne  s'annule  |ias,  en  vertu  de  Tinc'- 
j»^a  1  i  té  (\). 

La  courbe  y  =  cp,  dans  rinler\alle  considéré,  a  donc   l'une 
des  formes  représentées  (  Jii,''.  i  et  Jlg.  9.): 


Fis:.    I 


l'ii 


r'-'T 

)\ 

\ 

l\        */., 

h 

■   \         i 

1                 N               1 

1  / 

1  ( 

Sur  chacune  de  ces  ligures,  la  courlic 

J=  -./■ 
<*sl  représentée  en  poinlillé. 


(  'i'^  ) 

}[  rcsultç  de  l'iiiispçctifin  de  ces?  tracés  que,  dans  l'intervqllc 
coasi(Jér4,  l'uoe  çleis  équations 

et  une  seule  de  ces  équations,  a  une  racine  et  une  seule.  Cette 
remarque  s'étend  ^ux  intervalles  {-rr^^  ^i  )  6t  (^n-ii  ^)i 
comme  on  le  voit  aisément,  et  le  théorème  énoncé  ç'pn  dédiiit 
immédiatement. 

1392. 

(1882,  p.  i',2.) 

Si  l'équation 

(4,  rb  b  ^  -\-  C  X- n- .  .  . -T-  A'  ce"  =  O 

a  toutes  ses  racines  j-éelles,  démontrer  que,  w  étant  une 
quantité  réelle  quelconque  plus  petite  que  Punité,  l'équa- 
tion 

rt  -h  biùx  -\-  cm'*x'--\-.  .  .-^  k w"" X"  =■  o. 

a  également  ses  racines  réelles,  Lâguei^re. 

1393. 

(  1882,  p.   1,2.) 

Soit  le  polynôme 

aQ-\-  aiX  -\-  a-iX-^.  .  .-}-a,iX"\ 

supposons  qu'en  ajoutant  à  ce  polynôme  un  certain  nombre 
de  termes  de  degré  supérieur  à  n,  on  puisse  obtenir  un 
autre polyfiomef{x)^  tel  que  l'équation  f{x)  =  o  ait  toutes 
ses  racines  réelles;  démontref  que  l'équation 

— f  4- -7  -f- . . .  H h  a„  X"  =  o 

n\        {n  —  i)!  y\ 

a  toutes  ses  racines  réelles.  Laguerre. 

Solution 
Par  M.  R.  Bricard. 

Dans  son   beau    Mémoire    Sur    la   théorie   des   équations 
numériques.,   Lagijerre   établit   le   théorème   1392  {Couvres., 


(  '54  ) 

t.  J,  p.  35)  en  s'appuyant  sur  des  considérations  d'un  ordre 
assez  élevé.  On  peut  en  donner  une  démonstration  plus  élé- 
mentaire, dont  le  principe  s'applique  aussi  à  la  question  1393. 
Soit  o(x)  =  o  une  équation  algébrique  ayant  toutes  ses 
racines  réelles.  En  appliquant  le  théorème  de  Rolle  à  la  fonc- 

tion  e    "(p(x),  a  étant  un  nombre  réel  quelconque,  on  recon- 
naît immédiatement  que  l'équation 

f{T)  —  a(f'  (x  )  =  o 

a  aussi  toutes  ses  racines  réelles. 

Une  double  application  de  ce  théorème,  d'ailleurs  bien 
connu,  montre  que,  a  et  b  étant  deux  nombres  réels  quel- 
conques, l'équation 

o  —  a »'  —  b(^'  —  ao" )  =z  o  —  (a  -\-  b)<^' -i~  abo"  =  o 

a  aussi  toutes  ses  racines  réelles. 

Plus  généralement,  soient  «,  b.  ...,  /  des  nombres  réels 
quelconques.  L'hypothèse  sur  la  réalité  des  racines  de  tp  =  o 
restant  toujours  la  même,  l'équation 

o  -  ïa.o'-f-la^.'/— i:r^6c.'y"4-...=  o 

a  toutes  ses  racines  réelles. 

Supposons  que  a,  b,  ....   /  soient  les  racines  de  l'équation 

(i)  ao-\-  Oi.r  -{-...--  a„ or"  =  o. 

Alors 

1<7  = ,  ^  ab  =  ,  •  •  •  , 

a„  ((„ 

et  l'on  parvient  à  ce  résultat  : 

Si  l'équation  (i)  c/  réquation  o(.r)  =o  (>nf  foutes  leurs 
racines  réelles,  il  en  est  de  mente  de  l'équation 

{i)  aocp'"^-f- <7i  o<"-'' -4-. .  .-)- <■/,,    ,ç'h- rt„cp  =  o. 

Gela  posé  : 

i"  Faisons  (f{x)  =  .r/'^",  p  étant  un   nombre  entier  nul  ou 


(  <^>5  ) 

positif  quelconque.  On  a 

^in-/i'  =  (^p  .^  h  -hl)..  A  p  -^  ll)XP^'',       ...  ; 

cp{/,)  =  (^  -j-  i). .  .C/?  +  n)xi>. 

L'équation  obtenue  en  remplaçant  dans  (2)  cp  et  ses  dérivées 
par  leurs  valeurs  a  /?  -h  /?  racines^réelles.  Le  premier  nombre 
est  divisible  par  xP.  En  supprimant  ce  facteur,  on  voit  que 
l'équation 

«o»/^  -1-  I).  .  .(/-î  +  n)-i-.. . 

-{-  a/,i p  -V-  h  H-  I )...(/;  -{-  n) x''  -f- .  .  . 

qu'on  peut  écrire 

(/?-f-0...(/?  +  /t; 

a  a 

(/)  +  !)..  .f/>-f-  «) 

a  toutes  ses  racines  réelles. 

Si   l'on    remplace  x  par  px^  l'équation  obtenue,  qui  peut 


s  écrire 

1 

nu 

.r/'-h-. 

(,.:>.,(, 

a^''  =  o, 


a  encore  toutes  ses  racines  réelles. 

On  sait  donc  déduire  d'une  équation  (i)  à  racines  toutes 
réelles  une  équation  (3)  à  racines  également  toutes  réelles. 
On  peut  appliquer  le  même  procédé  plusieurs  fois  de  suite,  et 
l'on  voit  en  définitive  que,  quels  que  soient  les  entiers  positifs/? 
et  X,  l'équation 


(la 


p. 


n  y. 
p/ 


l  - 

.i)\. 

•(. 

p) 

\ 

a  toutes  ses  racines  réelles. 


(  '">6  ) 

Faisons  maintenant  croître  indéfiniment  p  et  ).,  t^e  telje 
manière  que  le  rapport  -  tende  vers  un  nombre  positif  quel- 
conque donné  a.  On  a,  quel  que  soit  le  nombre  donné  A', 


hm  f  I  -^  -  j    =  lim  (  I  -f-  -  j        ^^  pM\ 
en  sorte  que  le  dénominateur  du   coefficient  de  or'^   ten(|  vers 


a 


en  posant 


I 

e^=^  —-■>  o  <  10 

co- 


On  voit  ainsi  que  réquation 

«0-^  «1  w^x  -4-.  .  .-h  a/,a>''(/'+l'.r/*-^.  . -t-  a,^  to"<"-+->^r"  =  o 

a  toutes  ses  racines  réelles. 

X 

Remplaçant  enfin  x  par  —•,  on  obtient  le  théorème  1392 

(0 

Le  passage  à  la  limite  dont  il  a  été  fait  usage  c>t  légitime, 
parce  que  les  racines  d'une  équation  à  coefficients  variables 
sont  des  fonctions  continues  de  ceux-ci,  et  que  d'autre  part  la 
limite  d'une  quantité  réelle  variable  est  elle-même  réelle. 

Le  procédé  par  lequel  on  a  passé  de  It-quation  (î)  à  l'équa- 
tion proposée  est  celui  même  qu'emploie  Laguerre  dans  le 
Mémoire  cité. 

>.°  lin  faisant  -^  =  x"'{ui  <  n  )  dans  réqualio^]  ('?.),  on  obtient 
un  éuQiîcé  qui  n<'  diljTèrc  que  j)ar  la  notation  de  i^^^ 

1402. 

I  1882,  p.  ai"  .   l'.>IO,  p.  .:.|i    . 

I.a  somme  îles  pièces  puissances  des  diviseurs  de  n  est 
éiçal&^  en  moyenne,  à 

,il>  (  I  H i h  ...   I  . 


(  <>7  ) 


1403. 

(  1882,  p.  210;  1910,  p.  .!;)',.) 

41,  b,  c,  ...  étant  les  diviseurs  de   n,  on  «,  en  moyenne^ 
P        .        P        .        P        ,         ^  ,        '         '     .  -     ' 


a  -i-  /)        b  ■+-  p        c  ~h  p  ■>.        '\  p 

lî.  GksÀro. 
4438. 

(188Q,   p.  239;  lOlG,  p.    ?<)7..) 

La  dijj'érence  entre  le  nombre  des  diviseurs  impairs  et 
le  nombre  des  diviseurs  pairs  d'un  nombre  entier  est 
('A' a  le,  e/i  moyenne,  à  l^.  1'^.  CivSÀno. 

1439. 

(1883,  p.  a,-;.)  ;  1910,  p.  :!<)5!.) 

/>e  nombre  des  diviseurs  de  n  est  égal,  en  moyenne , 
<t  l".  E.  Cksàro. 

1440. 

(  1883,  p.   2,39  ;  1910,  p.  .1<)2.) 

La  somme  des  inverses  des p'^'"^'''  puissances  des  diviseurs 
de  n  est  égale^  en  moyenne,  à 

I  I 

I  4 


E.  Cesàro. 
1441. 

(1883,  p.  239;  1916,  p.    Î9T.) 

Soient  a,  b,  (\  ...   les  diviseurs  de  n.  La  somme 

abc 

/9«    '   jj''    '    jy 


est  égale,  en  moyenne,  a 


p  —  i 

K.   (<h'SÀRO. 


(  68  ) 
1442. 

(1883,  p.  239;  1916,  P-  392.) 

fin)  étant  la  sonifue   des   restes  du   nombre   entier  n, 
divisé  par  tous  les  nombres  entiers  qui  le  précèdent,  on  <i 


y        f(n)  -- 

Il  ni  =  1 

Jl'  12 


Solution 
Par  M.  R.  Goormaghtigh 


E.  Gesàro. 


Ces  théorèmes  sont  démontrés  dans  le  Mémoire  de  Gesàro 
Sur  diverses  questions  d'Arithmétique  {Mémoires  de  la 
Société  royale  des  Sciences  de  Liége^  i883;  :  n"  1402,  )>.  1 18; 
no  1403,  p.  i3i  ;  n"1438,  p.  i33;  n«  1439,  p.  12I;  n"  1 440,  p.  116; 
n"  1441,  p.  129;  n"  1442,  p.  i83. 

Autres  Notes  de  M.  I..  Poli, 

1435. 

I  1883,  p.  144.  ) 

Quatre  demi-droites  A,  B,  G  <?/  D  sont  données;  soient  a 
le  point  où  A  est  touchée  par  le  cycle  inscrit  dans  le 
triangle  ABG,  et  d  le  point  où  D  est  touchée  par  le  cycle 
inscrit  dans  le  triangle  DBG;  démontrer  que  le  point 
milieu  du  segment  ad  est  sur  l'axe  radical  des  cycles 
inscrits  dans  les  triangles  ABD  et  AGD. 

LA(a'FRRK. 

Solution 
Par  \\.  Bricaud. 

I/énoncé  [iX't  rô:<iille  de  la  relation  remarqualdo  suivante 
entre  les  distances  tangentielles  mutuelles  des  quatre  cycles 
que  touchent  quatre  scmi -droites  prises  trois  à  trois  (la  dis- 
tance tangenlielle  de  deux  cycles  étant  la  lonj;urnr  de  l'une 
de  leurs  tangentes  communes)  : 

La  distance  tangcnticllc  de  deux  quelconques  de  ces 
cycles  est  égale  à  la  distance  tan genttclle  des  deux 
autres. 


(  'ig  ) 

On  peut  démontrer  cela,  avec  les  considérations  de  signes 
qui  conviennent  en  géométrie  dirigée,  en  s'appuyant  sur  la 
formule  suivante  :  soient  a,  p,  v  les  somnjets  du  triangle  formé 
par  trois  semi-droites  A,  B,  G;  a^  b,  c  les  points  de  contact 
avec  ces  semi-droites  du  cycle  qui  les  touche.  On  di,  en  gran- 
deur et  en  signe, 

ap  +  Ya  -  Py 


ac  = 


les  segments  ac,   a[i,  ...  étant  susceptibles  de  signes,   puis- 
qu'ils sont  portés  par  des  droites  dirigées. 

On  peut  aussi  procéder  comme  il  suit  :  |)artons  de  ce  théo- 
rème élémentaire  ; 

B,  G,  D  étant  trois  points  quelconques,  le  cercle  BCD  et 
la  droite  BG,  par  exemple,  se  coupent  sous  le  même  angle 
que  les  droites  BD  et  GD. 

lin  transformant  par  inversion  |)ar  rapport  à  un  point  A, 
en  dehors  du  plan  BGD,  on  a  ceci  : 

Etant  donnés  quatre  points  quelconques  d'une  sphère, 
les  quatre  cercles  qui  passent  par  ces  points  pris  trois  à 
trois  sont  tels  que  deux  quelconques  de  ces  cercles  se  cou- 
pent sous  le  même  angle  que  les  deux  autres. 

Gonsidérons  maintenant  la  figure  réciproque  de  la  précé- 
dente sur  la  sphère.  A  cet  effet,  faisons  correspondre  à  un 
point  de  la  sphère  le  grand  cercle  qui  a  ce  point  pour  pôle, 
et  dirigeons  ce  grand  cercle  de  telle  manière  qu'il  ait  le  point 
en  question  à  sa  droite,  par  exemple.  Alors  à  un  cercle  quel- 
conque correspond  un  cycle  enveloppe  de  grands  cercles  diri- 
gés, la  direction  de  ce  cycle  étant  donnée  par  celle  de  ces 
grands  cercles.  Deux  cycles  ont  deux  grands  cercles  tangents 
communs,  correspondant  aux  deux  points  communs  aux 
cercles  réciproques,  et  Vangle  des  cercles  se  transforme  en 
la  distance  tangentielle  des  cycles.  La  proposition  précé- 
demment énoncée  devient  alors  celle-ci  : 

Etant  donnés  quatre  grands  cercles  dirigés,  il  existe 
quatre  cycles  qui  les  touchent  trois  à  trois,  et  la  distance 
tangentielle  de  deux  de  ces  cycles  est  égale  à  celle  des 
deux  autres. 


(70) 

Si  maintenant  on  fait  croître  indéfiniment  le  rayon  de  la 
sphère,  on  obtient  la  proposition  que  nous  avions  en  vue. 

Gela  posé,  démontrons  l'énoncé  1433. 

Soient  respectivement  (a),  (3),  (y),  (Ô)  les  cycles  inscrits 
dans  les  triangles  BGD,  AGD,  ABD,  ABG.  La  distance  tangen- 
tielle  des  cycles  (y)  et  (8)  est  égale  à  celle  des  cycles  (a) 
et  (P).  Autrement  dit  la  puissance  du  point  a  par  rapport 
à  (y)  est  égale  à  celle  du  point  d  par  rapport  à  (P).  De  même 
la  puissance  du  point  a  par  rapport  à  (fi)  est  égale  à  celle 
de  d  par  rapport  à  (7).  Désignons  alors  par  p,  y-  Rp  et  fty  les^ 
centres  et  les  rayons  de  deux  cycles  (|3)  et  {'{).  et  soit  enfin  I 
le  milieu  de  ad.  On  a,  comme  on  vient  de  le  voir, 

'^1'  -  R2  =  ^^'— R5. 

d'où,  par  addition, 

'^J  -u  (h '  —  9.  B2  =  ^*  _^  ^^  _  ,,  K 2 

•  r 

ce  qui,  par  le  thcorcmc  de  Slewart,  se  ramène  aisément  à 

Le  théorème  est  ain^i  démontré. 
Attire  S«lul'k)n  par  M.  15.  GoonM.\GHTu;n. 

1511. 

(  ISSi,  |i.   ».)■■.  ;   l'.ilti.  p.  3;)1.) 

On  donne  nu  hasard,  dans  un  plan.,  quatre  points,  et 
/'on  en  prend  un  comme  centre  d'une  conique  passant  par 
les  trois  autres.  Démontrer  que  cette  conique  est,  avec 
autant  de  probal/iiilé.  une  ellipse  ou  une  hyperbole. 

SOLITION 
W.v  M.  \.  Cm.M'Civ. 

Prenons  tioi^  points  (juolconques  A,  B,  ('.  «ians  un  plan  et 
cherchons  dans  quclh^  niiion  du  |>lan  doit  se  lrou\er  un  <\m9l- 


(  :■  ) 

lilème  poihl  O  polir  que  la  conique,  dé  cenlrc  O,  fiassaut  |)âr 
A,  B,  C,  soit  rtné  ellipse. 

Les  trois  points  quelconques  A,  lî,  (i  déterminent  un 
triangle  ayant  ces  points  pour  sommets.  Lorsque  le  point  O  se 
trouve  sur  un  des  côtés  du  triangle  ABC,  la  conique  de 
centre  O  et  passant  par  A,  l>,  C,  se  réduit  à  un  système  de 
deux  droites.  Les  côtés  du  triangle  ABC  sont  donc  les  fron- 
tière^ dès  régfiôtt^  'dW  plan  pour  lesquelles  la  conique  à  éeritre 
clieV'dVéc  changé  de  nature  (ellipse  ou  hyperbole). 

On  voit  ainsi  que,  si  le  point  0  se  trouvé  à  rintéi'iéur  du 
triangle  ABC  ou  à  l'intérieur  des  angles  formés  à  partil' de 
chaque  sommet  j'ar  les  prolongements  des  côtés  qui  s'y  croi- 
sent, la  conique  cherchée  est  une  ellipse;  si  le  point  O  est 
choisi  dans  une  des  trois  autres  régions  du  plan,  la  conique 
est  une  hyperbole. 

Ceci  posr',  choisissons  un  point  dans  l'intérieur  du  triangle 
ABC,  par  exemple  le  centre  de  gravité  G  de  ce  triangle, 
et  de  ce  point  comme  centre  décrivons  un  cercle  au  rayon 
duquel  nous  donnerons  des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes. 
A  la  limite,  ce  cercle  comprendra  toute  la  superficie  du  .plan. 

Pour  chaque  valeur  du  rayon,  construisons  la  figure  à  une 
échelle  telle  que  le  rayon  du  cercle  soit  repiésenté  par  u<ie 
grandeur  constante. 

A  la  limite,  le  rayon  croissant  indéfiniment,  le  triangle  ABC 
se  réduira  sur  la  figure  au  point  G  et  les  régions  du  plan  se 
réduiront  à  six,  deux  à  deux  opposées  par  le  sommet  et  d'aires 
égales;  dans  cIVà'qué  groupe  de  deux  régions  égales,  il  y  en 
aura  une  déterminant  une  ellipse  et  l'autre  déterminant  une 
hyperbole.  A  la  limite,  les  superficies  totales  des  régions  du 
plan  dans  lesquelles  le  choix  d'un  point  O  entraînera  la  déter- 
mination, soit  d'une  ellipse,  soit  d'une  hyperbole,  sont  donc 
égales.  Il  v  a  donc  autant  de  probabilité  à  l'obtention,  soit 
d'une  ellipse,  soit  d'une  hyperbole,  lorsqu'on  prend  a-u  hasard 
d'abord  les  trois  jïoinis  A,  B,  C  puis  le  point  O  qui  doit  servir 
de  centre  à  la  roni^ue  cherchée. 

1582. 

i  ig^S,   p.    l6r).  ) 

Les  coniques  semhlableineîii  situées  qui  ont  même  cercle 
directeur  sont  inscrites  au  même  carré.  Démontrer  aussi 


{  72  )    ■ 

que^  si  deux  telles  coniques  se  coupent  en  M,  les  tangentes 
au  point  M  font  des  angles  égaux  avec  un  côté  du  carré. 

K.-W.  Genèse. 


Deuxième  solution  (-j 
Par  M.  R.  B. 

Il  faut  entendre  par  «  coniques  semblablement  situées  «  des 
coniques  ayant  des  a\cs  parallèles,  et  par  «  cercle  directeur  >- 
le  cercle  lieu  des  sommets  dos  angles  droits  circonscrits  à  la 
conique.  La  question  est  dès  lors  facile  à  traiter. 

1°  Les  coniques  dont  il  s'agit  sont  nécessairement  concen- 
triques et  coaxiales.  Soient  a  et  a',  p  et  ^'  les  points  où  leurs 
a\es  rencontrent  le  cercle  directeur  commun.  Les  coniques 
sont  évidemment  inscrites  au  carré  a^a'^'. 

■2°  Le  théorème  classique  :  deux  coniques  hofnofocales  se 
coupent  orthogonalenient  se  généralise  immédiatement,  par 
une  transformation  homographique,  comme  ceci  :  Les  tan- 
gentes à  deux  coniques^  en  Vun  de  leurs  points  de  ren- 
contre, divisent  harmonique  nient  V  angle  formé  par  les 
droites  joignant  ce  point  à  deux  sommets  opposés  du  qua- 
drilatère complet  circonscrit  aux  deux  coniques.  Dans  lo 
cas  actuel,  deux  tels  sommets  sont  les  points  à  l'infini  des 
côtés  du  carré  aSa'^'.  Gela  démontre  la  seconde  partie  de 
l'énoncé. 

\ulres  solutions  par  M.  (". .   Boulland  et  Un  Abonnk. 

1617. 

1  1801,   p.    i:'!-,  1892,   p.  3j>.)  ;  191o.  p.  :.68.  ) 

(  KnoDcé  modifi»'  par  raulriir  de  la  question.) 

Un  point  V  du  plan  il' une  parabole,  on  abaisse  les  trais 
normales  dont  les  pieds  sont  A,  B,  C  :  soient  A',  B',  C  les 
seconds  points  de  rencontre  de  ces  normales  avec  la  para- 
bole. Les  cercles  décrits  sur  VX\  PB',  VC  comme  dia- 
mètres déterminent  sur  BC,  CA,  AB  des  couples  de  points 
axi,  pp,.  YYi-   ^-^^  droites  A'a,  B'p.  C'y  sont  tangentes  à  la 

(^)    Voir  19H),  p.  32'j. 


(  73  ) 

parabole.  Les  droites  A'a,,   B'tii,  C'yi   sont  des  diamètres 

de  la  courbe  en  ces  points. 

iM.  d'Ocagne. 

Solution 
Fai'  E.-N.  Barisien. 

La  jnopnëté  énoncée  pour  l'une  des  normales  s'étendra  par 
symétrie  aux  deux  aulres.  Il  suffira  dune  de  la  vérifier  pour 
la  normale  APA' par  exemple.  Il  est  inutile  de  faire  intervenir 
le  cercle  de  diamètre  PA'  :  il  suffira  de  démontrer  que  les 
angles  PaA'  et  PajA'  sont  dioits. 

La  parabole  ayant  pour  équation  y'-=^ipx.,  nous  allons 
utiliser  les  formules  de  M.  H.  Brocard  (iV.  /!.,  1892,  p.  4*-Jo*). 
Les  ordonnées  de  B,  C  et  A  étant  —  6,  —  c,  (b  -{-  c),  les  coor- 
données du  point  P(^,  Tj)  et  les  ordonnées  de  A',  B',  C  sont 


(«) 


•1  p^  ~\- b^ -\- c^ -{- bc  bc(b-hc) 


n  =         ..  _2 


•2p  '2.p 


b        '     -"''  C         '     •^"-        (6-+-C) 

L'équation  de  la  droite  BC  est 
(3)  ipx-^{b-\-c)y-^bc  — o. 

La  tangente  à  la  parabole  au  point  A'  a  pour  équation 

(4)  yy!^=  p^  ^-^' 

En  résolvant  (3)  et  (4  ),  on  aura  les  coordonnées  du  point  a. 
Il  restera  à  démontrer  que  Pa  est  perpendiculaire  à  la  tan- 
L;ente  A'a.  Si  l'on  résout  (3)  et  l'équation 

on  trouve,  pour  les  coordonnées  de  a, 

(5^        ^^*~  i.pUp^+{b-^cy] 

\        ~—  ['-^/^^+(^-+-  cfY—bc{b  -+-  cf- 
Ann.  de  Matkéniat.,  4'  série,  l.  WIIL  (  l-cvr.  191S.)  6 


( 

:4) 

Le 

coe 

fficient 

angulai 

re 

de 

a  A'  est 

(6) 

1 
1 

= 

:  — 

pib  -7- 

C) 

■ip'^^ib 

-4-c)2 

Celui 

de 

Pa 

est 

bc(b  -i-  c)        [2/?2-i-(6  ^  c)2]2— èc(è -h  C)2 

ç  —  ^a         -1  p'^^ -i- b'^ -i- c^ -^  bc        [2p'^  (b  ^  cy^\{-2  p--h  b--h  c^y 
ip  •2/>[4/?2-i- (6 -h  c)^J 

^  ■~/>(6-^-c;;(2^2-+-62^-c2^^c)[4/?2-t-(6-^c)2J— [2/?î-i-(6-hc)2](2/)2-h62-+-c»); 

En  ordonnant  le  iiunieiateur  et  le  dénoininaleur  par  rap- 
port à  /?,  on  trouve 

,  _  8yr>6H-  8 p\b  -h  c)^-h2p^{b  -h  c)2(6î-i-c2^3  6c)^6r(6-T-  c)* 
'^  ~  p(b-^c)[^p-*-i--2pHb-^cy--7-bc{b-i-cy] 

Or,  si  l'on  effectue  la  division  du  numérateur  en  p^  par  le 
dénominateur  en  />*,  la  division  se  fait  exactement,  et  le  quo- 
tient est  2/?2 -i- (6 -h  c)-  :  de  sorte  que  |jl'  se  réduit  à 

(^^  „._   2/>2+(6-f-C|2 

^'^  '    "        p{b-hc) 

En  comparant  (G)  et  (7),  on  a  immédiatement  ;^;Jt  = —  1. 
L'angle  PaP'  est  donc  bien  droit. 

Si  A'aj  est  un  diamètre  de  la  parabole,  on  a  pour  lordonnée 
de  ai 


L'abscisse  du  point  de  rencontre  de  A'a,  avec  BC  est  donné 
par  (3) 

ipTa,,  -  —  (  6  —  c)j^a, —  bc  =  ip^-^  (b  -h  c)'—  6t\ 
Donc 
(9)  .ra.=  -^^ =^ 


Par  conséquent,  Pai  est  bien  perpendiculaire  à  A'^j.  a,  est 
donc  sur  le  cercle  de  diamètre  PA'. 

Remarque.  —  L'équation  du  cercle  décrit  sur  PA'  comme 
diamètre  est 


ou 


•2/>2 


O. 


Son  intersection  avec  la  droite  (3)  donne  donc  les  va- 
leurs (5),  (8)  et  (9)  qu'il  serait  fort  compliqué  de  calculer  en 
résolvant  (3)  et  (10). 

1629. 

(189-2,   p.    li;  1910.  p-  ■■")î) 

Soit    B    le    centre  de    la    sphère   osculatrice,  en  A,  à  la 

ligne  (A).  Soit  G  le  centre  de  la  sphère  osculatrice^  en  B, 

à  la  ligne  (B).  De'montrer  que  AG  engendre  une  surface 

développahle,    et   chercher    les   lignes  pour  lesquelles  AC 

pivote  autour  d'un  point  fixe, 

Gesàro. 

Solution 
Par  M.  M.- F.  Egax. 

1.  Soient  a,  «',  a"  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente 
à  (A)  au  point  A(iP,  jk,  î:  )  ;  soient  6,  b\  h"  \  c,  c',  c  ceux  de 
la  normale  principale  et  de  la  binormale,  et  soient  r,  t  les 
rayons  de  courbure  et  de  torsion.  Désignons  par  a,  a',  ,  .  .,  p, 
T  les  éléments  correspondants  de  la  courbe  (B)  au  point 
î^(^>  "^5  C)  ^t  P^f"  '^^  •••'  f^'  T"^  1^^  éléments  correspondants 
en  G(X,  Y,  Z), 


(  :«  ) 

D'après  les  formules  de  Frenet,  on  a 


da        h 


dh 


(0      -77  =  T;'  777  = 


ds 


ds 


—  i 
r 


de 
ds 


On  trouve  facilement 


('-^) 


^  —  X  =^  br  —  et 


dr_ 
ds 


avec  deux  équations  semblables.  Si  l'on  dilTërentie  cette  équa- 
tion, en  tenant  compte  des  formules  (i)  et  en  ilésignant  par  dz 
lélément  de  l'arc  de  (B),  on  trouM,' 


(3) 


où  Ton  a  mis 


d^  _     d^  __ 

ds  ds  ' 


t 


d_ 

ds 


m 


De  l'équation  (3)  et  des  deux  autres  semblables  on  déduit 
que  d<s  =zh/nds.  On  peut  évidemment  di<;poser  du  sis^ne  de 
dz  ;  ds,  écrivons  donc  dj  =  m  ds.  FI  sensiiil  que 


6/  =  —  c. 


En  diiïi'rentiant  LMic<^re,  on  trouve 

g  ^  _  _  /> 
p   ds  7 

On  peut  encore  disposer  du  sens  positif  de  la  normale  prin- 
cipale à  (  n  ).  nous  pouvons  écrire 


Il  s'ensuit  que 


(i=  —  0.  o  =  mt. 


=  i'<i''—H'<i''  =  -a, 


et  en  différenliant  récjnation  [i  = — h.  (»n  troUNe  que 


-  =  nir. 
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Passons  à  la  courbe  (G).  Le  même  raisonnement  donne 
/     A  =  —  Y  =  «, 

G  =  —  a  =  c, 

dS  =  IX  d<7  =  IX  m  ds, 

(4)  (  _  ;•         d_/    dr\ 

~  t         ds  \    ds  /  ' 

p         d   /    dp\ 

p  =  mt,         -  —  mr,         d7  =  m  ds. 

L'équation  A  =  a  montre  que  les  tangentes  à  (A)  et  (G) 
aux  points  A  et  G  sont  parallèles,  donc  la  droite  AG  engendre 
une  développable  (A). 

'2.  Si  (A)  est  un  cône  de  sommet  O,  les  courbes  (A)  et  (G) 
sont  visiblement  homotliétiques  par  rapport  à  O,  la  valeur 
de  JS  ;  ^5  est   donc  constante,  et  l'on  a 

(  5)  \xm  =  k. 

Gette  condition  est  suffisante.  On  en  tire  en  effet 

d\.  =  A  ^S  =  a  IX  m  ds  =^  A  dx, 

X    —  J\,  =  k{x—  ,To), 

avec  deux  équations  semblables  pour  Y  et  Z. 

Substituons  dans  (5)  la  valeur  de  a  m  en  fonction  de  /•  et  /, 
on  trouve  la  condition 


<«>     l{'iï-][( 


dy- 


/'  =  Ar 


pour  que  (A)  soit  un  cône. 


3.  Pour  exprimer  ;•  et  t  en  fonction  de  5,  il  faut  adjoindre 
à  (6)  une  seconde  équation.  Supposons  par  exemple  /-  =  const., 
on  doit  avoir  A  =  i  ;  on  serait  porté  à  conclure  que  (A)  est  un 
cylindre  lorsque  (A)  est  une  courbe  de  courbure  constante. 
Ge  serait  une  illusion,  puisque  dans  ce  cas  les  points  A  et  C 
se  confondent.  Gherchons  en   effet  les  cas  où  cette  particu- 
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larité  se  présente.  On  a 
ds 


dp 
=  —  oo-{-  ar-~y 
ds 


donc 


X 


X  =  «/■ 


d^ 
Zs 


hir 


dr 


Pour  que  A  se  confonde  avec  G,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 
r  =  G  =  const. 

Or,  si  ;•  est  constante,  m  =^  j-  \  t,  p  =  nit  =  r,  donc  les 
courbes  de  courbure  constante  sont  les  seules  pour  les- 
quelles k  et  C  se  confondent. 

Supposons  encore  que  l'on  ait  /  =  lu\  c'est-à-dire  que  (A) 
soit  une  hélice  sur  un  cylindre  quelconque.  Mettons  (\i  =  ds'.  r, 
l'équation  (6)  devient 

qui  donne  /'  en  fonction  exponentielle  de  z.  On  a  s  ==   1  r  dt. 

s  sera  donc  une  fonction  de  s  de  même  forme. 

En  mettant  /r  =  i,  on  tiouve  la  condition  que  (A)  soit  im 
cvlindre,  et  en  mettant  />:  =  o  on  trouve  la  condition  que  (  C  ) 
se  réduise  à  un  point,  c'est-à-dire  que  (1>)  soit  sphérique. 

L'équation  (6)  s'intègre  facilement  lorsque  /•  =  hs.  h  étant 
une  constante. 


Mettons  en  cITet 
dt 


On  trouve 


'fs-'' 


di{i 


s  =  e'\ 


=  h  e"'-. 


A'-^--0  =  rA-i-AM^\ 


dl'^ 


/'=  i  fe^^dl. 


1657. 

IB»3,  p.  j3;   1911.,   p.  3} 


On  projette  orthogonalement  un  ellipsoïde  sur  tous  ses 
plans  tangents.  Déterminer  :  x"  l'rquation  de  la  surface 
qui   limite    la    région    occupée  par   toutes   les   ellipses   de 
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contour  apparent  ainsi  obtenues;  2"  le  nombre  des  points 
de  contact  de  cette  surface  et  de  l'axe  de  ces  ellipses. 

Manmieim. 
Deuxième  solution  (') 

Par  M.  J.  Ser. 

1°  Soit  C  le  cône  de  sommet  M  circonscrit  à  l'ellipse  E  et 
soit  C  le  cône  obtenu  en  menant  en  M  les  perpendiculaires 
aux  plans  tangents  à  C.  Les  deux  cônes  se  coupent  suivant 
quatre  droites.  Soit  AIT  l'une  d'elles,  tangente  à  l'ellipsoïde 
en  T.  Le  plan  MH  qui  lui  est  perpendiculaire  est  tangent 
à  relli|)Soïde.  l*ar  suite,  le  point  M  qui  est  quelconque  est  de 
quatre  manières  un  point  de  la  projection  orthogonale  de  E 
sur  un  plan  tangent. 

Les  droites  MT  sont  réelles  ou  imaginaires.  La  surface  cher- 
chée S  sépare  ceux  des  points  M  qui  correspondent  à  des 
droites  réelles  de  ceux  qui  correspondent  à  des  droites  ima- 
ginaires; elle  est  donc  le  lieu  des  points  tels  que  G  et  G' 
soient  tangents. 

Ges  deux  cônes  ayant  mêmes  plans  principaux  ne  peuvent 
se  toucher  que  suivant  une  génératrice  MT'  située  dans  un 
plan  principal;  l'autre  génératrice  MT",  qui  est  aussi  de  con- 
tact pour  les  deux  cônes,  est  alors  perpendiculaire  à  MT'. 

Le  lieu  cherché  est  donc  celui  des  sommets  des  cônes  cir- 
conscrits à  l'ellipsoïde  E  et  qui  ont  une  section  principale 
formée  de  génératrices  rectangulaires.  G'est  une  surface  des 
ondes  de  Fresnel^  d'après  Mannheim  (voir  E.  S.  M.,  t.  III, 
p.  22-3?,  et  les  notes). 

Mobilisé,  je  ne  puis  me  rapporter  aux  références  indiquées, 
mais  il  est  facile  de  reconstituer  le  calcul.  Soit 


(• 


X2  V2  Z2  \     /X2  V2  52 

-4-  —    — i—  —  —  I    I    I   _4_  :l _j_  

«2         bi         c2  J  \a^         b^         c2 

Xx        Yy  Zz         \2 

«2  62  c2 


le   cône   circonscrit  à   E   et    de  sommet  Mfo:,  y,  z).   Si  nous 
écrivons  cette  équation 


AX2-4-A'Y2-i- A''Z2+2B'XY-h2B'XZ-h  ?BYZ 


==  0, 


1^  ')   Voir  1916,  p.  025. 


(8o) 

Téqnation  en  s  esl  ici 

-  s^ -^  s'- {X  ^  X' ^  X' )  —  s  !( \\.'  —  B  2)-^  A  =  o. 

L'une  des  racines  est  A -h  A'-+-  A",  puisque  la   somme   des 
autres  est  nulle.  On  a  donc 

(A  + A'+  A")i:iAA'—  B"2)  -  A  =  o. 
f^ii  développant  l'équation  fi),  on  trouve 


C  =  ^2^_j^2^    -2_  ^•2_  ^2_  c2, 

et  le  lieu  après  !>uppression  du  larleur  K  a  pour  cqiial  ion 

^a'^h'-—  /?2  c2  —  «2 c2  J  4_  ^2  ^2  r^  Il  ^  o. 

G  est  une  surface  du  quatrième  degré  comme  le  prévoit 
iM.  H.  Brocard  (1916,  p.  026  ).  Kile  est  formée  de  deux  nappes 
entre  lesquelles  se  trouvent  les  ellipses  de  contour  apparent. 
Les  points  doubles  sont  ceux  poui-  lesquels  les  deux  cônes  C 
et  G'  sont  confondus.  G  est  alors  de  révolution  et  ces  points 
sont  à  l'intersection  de  S  et  des  focales  de  F. 

2°  En  un  point  M  de  S  ne  passent  que  deux  ellipses  qui  sont 
situées  dans  les  plans  perpendiculaires  à  MT'  et  MT".  Si  M 
est  au  sommet  de  l'une  d'elles,  l'ellipsoïde  K  est  inscrit  dans 
deux  quadriques  pour  lesquelles  le  plan  MT'T''est  plan  prin- 
cipal :  le  cône  G  et  le  cxlindre  projetant  l'ellipse.  L'ellipsoïde 
admet  donc  aussi  le  plan  INIT'T"  comme  plan  primipal. 

Les  points  cherchés  sont  donc  sur  les  courbes  d'intersection 
de  S  et  des  trois  plans  de  symétrie  de  K.  Ces  courbes  se 
composent  des  trois  cercles  orthoptiqucs  principaux  et  de 
trois  ellipses  coupant  rliacunc  les  deu\  ceicles  orthoptiqucs 
non  situés  dans  leur  plan.  Si  nous  faisons,  en  cIVct.  z  =  o.  |)ar 
exemple,  dans  l'équation  (■?.),  celle-ci  devient 

(ar2-4-72_  «2—  62) 

X  [ar'(62-f-  rî)  -f- ^''(«2-4-  rM  — (a'^c>)(6«-»-  c')]  =  o. 
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[P»le] 

Slll  I;AI  FIXITÉ   IMAGI^AmE; 

Par  m.  R.  GOORMAGHTIGH. 


Dans  les  développements  qui  suivent,  nous  consi- 
dérons la  transformation  par  affinité  définie  par  les 
équations 

(i)  .r'  =  ^,        y=iy. 

Les  points  réels  de  la  transformée  (V)  d'une  courbe  (F) 
correspondent  à  des  points  imaginaires  de  celle-ci. 
Ainsi,  les  constructions  (^)  qui,  dans  le  cas  d'un  rap- 
port d'affinité  réel,  permettent  d'obtenir  le  centre  de 
courbure  en  un  point  de  la  courbe  (F')  affine  d'une 
courbe  (F)  connaissant  celui  de  (F)  au  point  correspon- 
dant, sont  en  défaut  dans  le  cas  de  la  transformation 
envisagée.  Dans  cette  Note,  nous  indiquons  une  solu- 
tion d'un  problème  analogue,  ainsi  que  plusieurs 
rapports  remarquables  que  la  transformation  (i)  permet 
d'établir  entre  plusieurs  courbes  connues  [^). 

1.  Si  la  courbe  (F)  est  un  cercle  (C)  de  centre  O, 
de  rayon  «,  la  courbe  (F')  est  une  hyperbole  équila- 
tère  (H)  ayant  l'axe  O^pour  axe  réel.  Deux  directions 
rectangulaires    sont    conjuguées    par   rapport  à    (G); 


(^)  Voir  Nouvelles  Annales,  igi5,  p.  423;  1916,  p.  78;  1917,  p.  8^. 

(^)  Voir  aussi  notre  Note  Sur  un  rapprodiement  remarquable 
entre  l'Iiypocycloïde  à  trois   rebroussements,  le  foliuni  de  Des- 
cartes et  la  cardioide  {Nouvelles  Annales,  1916,  p.  241-252). 
Ann.  de  Matkémat.,  4*  série,  t.  XN  £11.  (Mars  1918.)  7 
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à  deux  directions  perpendiculaires  correspondent  donc, 
d'après  la  transformation  (i),  deux  directions  conju- 
guées par  rapport  à  (H),  c'est-à-dire  symétriques  par 
rapport  aux  bissectrices  0^,0r,  de  l'angle  des  axes  Oxy. 
Il  résulte  de  là  que  la  courbe  affine  de  la  développée 
de  (r)  n'est  autre  qu'une  causticoïde  de  la  courbe  (Y')  : 
c'est  l'enveloppe  de  la  symétrique  de  la  langente  en  un 
point  de  (F')  par  rapport  à  la  parallèle  menée  par  ce 
point  à  Ot]. 

2.  Construction  du  centre  de  courbure  de  la  trans- 
formée d^une  courbe. —  La  remarque  qui  précède  donne 
le  moyen  de  trouver  une  construction  du  centre  de 
courbure  Y  en  un  point  Q  de  (F')  quand  on  connaît  une 
méthode  pour  construire  le  centre  de  courbure  G  de  (F) 
en  l'un  de  ses  points  M.  Faisons  au  point  O  de  (P) 
une  construction  qui  est  la  tnmsformée  par  raffinité  (f) 
de  celle  qu'on  fait  en  un  point  quelconque  ^Nl  de  (F) 
pour  trouver  le  centre  de  courl)ure  C  en  ce  point;  on 
obtiendra  ainsi  le  point  o  où  la  symétrique  t'  de  la  tan- 
gente t  à  (F^)  en  Q,  par  rapport  à  la  parallèle  menée 
par  Q  à  Ot),  touche  son  enveloppe.  Connaissant  o  on 
en  déduit  vau  moyen  de  la  propriété  fondamentale  des 
causticoïdes  :  soit  ^^  le  point  où  la  perpendiculaire 
élevée  en  o  sur  i'  coupe  la  normale  à  (F')  en  i):  -"  est  le 
symétrique  de  *''  par  rapport  à  Q. 

3.  Soit  encore  une  transformation  géométrique  T; 
au  moyen  de  l'affinilé  (i)  on  en  déduit  une  autre  T'. 
Désignons  par  (F,)  la  courbe  ((('du ite  de  (F)  par  la 
transformation  T,  et  par  (F,)  colle  déduite  de  (V)  au 
moyen  de  la  transformation  T^  Si  l'on  connaît  une 
méthode  pour  conslruirt^  le  centre  de  courbure  en  un 
point  M|  de  (F/),  connaissant  celui  (le(F)au  point  eor- 
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respondant  M,  on  pourra  encore  en  déduire  une  mé- 
thode pour  obtenir  le  centre  de  courbure  en  un  point 
Qi  de  (r'J  connaissant  celui  de  (P)  au  point  corres- 
pondant Q. 

Au  moyen  de  la  construction  rappelée  plus  haut  on 
déduit  du  centre  de  courbure  y  de  (F')  le  point  cor- 
respondant ù  de  la  causticoïde  de  (F');  au  point  obtenu 
on  applique  la  construction  affine  de  celle  au  moyen 
de  laquelle  on  passe  du  centre  de  courbure  de  (F)  à 
celui  de  (F,).  On  obtient  ainsi  le  point  de  la  causticoïde 
de  (F'^)  correspondant  à  Oj,  d'où  l'on  déduit  le  centre 
de  courbure  de  (F'^)  en  Q,. 

On  trouvera  une  application  de  cette  méthode  au 
paragraphe  5. 

4.  Gomme  première  application  des  développements 
qui  précèdent,  nous  signalerons  un  rapprochement 
remarquable  entre  la  transformation  podaire  et  une 
autre  transformation  géométrique  ÎB. 

D'après  la  remarque  faite  au  début  du  paragraphe  1, 
la  courbe  affine  du  lieu  de  la  projection  de  O  sur  la 
tangente  en  un  point  variable  de  (F)  est  le  lieu  de 
l'intersection  Q,  de  la  tangente  t  en  un  point  variable  Q 
de  (F')  avec  la  droite  menée  par  O  et  ayant  une  direc- 
tion symétrique  de  celle  de  t  par  rapport  à  O?. 

La  transformatioii  podaire  a  pour  affine  latrans^ 
formation  S  qui  fait  correspondre  à  une  courbe  (F') 
le  lieu  (V\)  des  milieux  des  segments  que  deux  axes 
rectangulaires  O  i,  Or,  déterminent  sur  une  tangente 
variable  de  (F'). 

On  peut  donc  déduire,  de  la  construction  bien  connue 
de  la  tangente  à  la  podaire  d'une  courbe,  une  méthode 
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pour   obtenir   la   tangente   {*)   en   un   point  Q<  de  la 
courbe  {T\)   déduite  de  (F')  par    la   transformation  S 

Fig.     T. 


Ti-=^- 


La  droite  qui  Joint  Q<  au  milieu  q  de  OQ  est  la 
symétj^ique  de  la  tangente  à  {T\)  en  Q,  par  rapport 
à  la  parallèle  menée  à  Or^  par  ce  point. 

5.  Appliquons  maintenant  à  la  transformation  S  la 
méthode  du  paragraphe  3  pour  construire  le  centre  de 
courbure  y,  de  (T'J  en  Q,  connaissant  celui  de  {T')  en  Q. 

Du  centre  de  courbure  donné  v,  on  déduit  d'abord 
le  point  0  où  la  symétrique  de  t  par  rapport  à  l'ordon- 
née de  Q  touche  son  enveloppe  : 

On  projette  le  symétrique  y'  de  "s^  par  rapport  à  Q 
en  0  sur  la  parallèle  menée  par  Q  à  0(^,. 

Connaissant  le  point  o,  on  en  déduit,  par  la  cons- 
truction affine  de  celle  qui  donne  le  centre  de  courbure 
de  la  podaire  d'une  courbe,  le  point  y'  où  Qi^  touche 
son  enveloppe  : 


(')  Pour  la  construclion  de  la  tangente,  voir  :  (i.  dk  Lonqcuamps, 
Period.  di  Afateni.,  igo.l,  p.  2.^1  ;  M.  d'Ocaqnk,  \ouveUes 
Annales,  (juestion  22G4,  i9i.'>,  p.  47^-  —  Voir  aussi  :  Mannhkim,  Prin- 
cipes et  développements  de  Géométrie  cinémati(/ue,  ]>.  iG. 
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Par  8  on    mène  une  droite  qui  a   une  direction 
symétrique  de  celle  de  OQ  par  rapport  à  0\  et  qui 
coupe  OQ  en  d\  la  parallèle  menée  par  d  à  QQi 
rencontre  Q8  en  /,  Of  coupe  Qtq  en  J'. 

Connaissant  le  point/',  on  obtient  immédiatement 
le  centre  de  courbure  cherché  : 

La  perpendiculaire  élevée  en  f  sur  Q  i  f  passe  par 
le  symétrique  du  centre  de  courbure  cherché  par 
rapport  à  Q, . 

6.  La  lemniscate  de  Bernoulli  et  la  kreuzcurve 
circulaire.  —  Si  (F)  est  l'hyperbole  équilatère  (H), 
lapodaire  de  (F)  par  rapport  à  O  est  une  lemniscate  de 
Bernoulli.  La  courbe  (F')  est  alors  le  cercle  (G)  et  la 
courbe  (F'j)  est  la  kreuzcurve  circulaire  dont  les  asymp- 
totes sont  parallèles  à  OÇ,  Oy;  et  à  laquelle  (G)  est 
quatre  fois  tangent.  La  transfoimée  par  C affinité  (i) 
d^ une  lemniscate  de  Bernoulli  (B)  est  donc  une 
kreuzcurve  (K).  Il  résulte  d'abord  de  là  que  ces  courbes 
ont  les  mêmes  propriétés  descriptives  (*). 

On  peut  ensuite  remarquer  que,  la  kreuzcurve  (K) 
étant  la  polaire  réciproque  de  l'astroïde  droite 

2  2  2 

(2)  {x -\- yY -\- {x — j^)»  =  2a'* 

par  rapport  à  (G),  on  a  ainsi  un  moyen  de  déduire  des 
propriétés  connues  de  la  lemniscate  (B)  des  propriétés 
de  Fastroïde  (2)  et  aussi  des  développées  d'ellipses  qui 
lui  sont  affines. 

Par  exemple,  on  sait  que  les  points  de  contact  des 
quatre  tangentes  menées   d'un  point  de  la  lemniscate 

(  *  )  Ces  propriétés  sont  celles  des  quartiques  à  trois  points  doubles 
à  inflexion. 
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à  la  courbe  sont  sur  une  droite  qui  enveloppe  l'hyper- 
bole homotbétique  de  (H)  pour  le  rapport  1:2.  On  en 
déduit  immédiatement  ce  théorème  de  M.  Laisant  : 

La  normale  en  un  point  d' une  ellipse  coupe  la 
développée  en  quatre  points  pour  lesquels  les  tan- 
gentes sont  concourantes. 

Le  lieu  du  point  de  concours  est  V ellipse  qui  a  ses 
sommets  aux  rebroussements  de  la  développée. 

7.  Considérons  la  demi-croix  de  Malte  (M)  qui  est 
parallèle  à  l'astroïde  (2)  et  a  O^  comme  tangente  au 
point  autotangentiel  O.  Sa  polaire  réciproque  par 
rapport  à  (G)  est  la  campyle  d'Eudoxe  (Ei  ayant  pour 
équation 

4 

la    courbe   affine    de    celle-ci    est    la    lemniscate    de 
Gerono  (G) 

Puisque  la  courbe  (M)  et  l'astroïde  (2)  sont  paral- 
lèles, si  par  O  on  mène  une  semi-droite  5,  les  tangentes 
à  (K)  et  (E)  aux  points  où  ces  courbes  rencontrent  s  se 
coupent  sur  la  perpendiculaire  élevée  en  O  sur  5.  En 
passant  de  là  aux  courbes  (B)  et  (G)  on  trouve  ce  rap- 
port intéressant  entre  les  lemniscates  de  BernouHi  et  , 
de  Gerono  : 

On  considère  une  lemniscate  de  Gerono  d^axe  a 
et  une  lemniscate  de  BernouHi  d'axe  ia  ayant 
mêmes  tangentes  nodales.  Les  tangentes  à  ces 
courbes  aux  points  oit  elles  rencontrent  une  semi- 
droite  5,  menée  par  0  se  coupent  sur  la  symétrique 
de  Si  par  rapport  aux  tangentes  nodales. 
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8.  Construction  du  centre  de  courbure  de  la 
kreuzcuive  circulaire  et  de  la  kohlenspitzcurve 
équilatère.  —  Si  l'on  considère  la  lemniscate  de  Ber- 
noiiUi  comme  spirale  sinusoïde  d'indice  2,  on  voit 
que  le  centre  de  courbure  en  un  point  M  de  (B)  appar- 
tient à  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  rayon  vecteur 
OM  au  point  qui  le  divise  dans  le  rapport  2^1. 

D'après  le  paragraphe  2,  on  aura  donc  la  construc- 
tion suivante  du  centre  de  courbure  de  (K)au  point  Q, 
correspondant  au  point  O  de  (C)  {fig-  2)  :  on  divise  OQ, 


Fiir.  2. 
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dans  le  rapport  2  :  i,  et  par  le  point  R  obtenu  on  mène 
une  parallèle  à  Qj  Q  qui  coupe  la  droite  qui  joint  Q, 
au  milieu  q  de  OQ  en  ^,,  la  perpendiculaire  élevée 
sur  ^j  Qi  au  symétrique  q^  de  q^  par  rapport  à  Qi 
passe  par  le  centre  de  courbure  cherché.  On  en  déduit 
cette  construction  simple  : 

On  prolonge  la  droite  qui  joint  le  milieu  q  de  OQ 
à  Qj  au  delà  de  Q<  des^de  qO^  ;  la  perpendiculaire 
éleK>ée  sur  qQ^i  au  point  obtenu  passe  par  le  centre 
de  courbure  cherché. 


Si   l'on    considère   la    kolilenspitzcurve    équilatère 
obtenue    en    transformant    (K)    par    l'affinité    i'=?, 
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-//  =  r/j,  on  voit  facilement  qu'on  peut  employer,  pour 
obtenir  le  centre  de  courbure  de  cette  courbe,  une 
construction  identique  à  celle  que  nous  venons  de 
trouver  pour  la  kreuzcurve.  Ceci  résulte  aussi  de  la 
remarque  suivante  :  la  kohlenspitzcurve  considérée  se 
déduit  par  l'affinité  (i)  d'une  lemniscate  de  BernouUi 
(imaginaire)  qui  a  O^  et  Oy  pour  tan^ientes  nodales. 

9.  On  sait  que  le  lieu  des  centres  des  coniques  dont 
un  foyer  est  fixe  et  qui  ont  avec  une  courbe  donnée  un 
contact  du  second  ordre  est  la  développée  de  la  podaire 
de  cette  courbe  (  '  ). 

Si  l'on  observe  que  l'affinité  (i)  fait  correspondre  le> 
droites  OE,  Ov]  aux  droites  isotropes  menées  par  O, 
on  a  ce  résultat  : 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  (S)  c/ui  touchent 
O?  et  Of\  et  qui  ont  un  contact  du  second  ordre  avec 
une  courbe  (Y')  est  une  causticoïde  de  la  courbe  (F,) 
déduite  de  (V )  par  la  transformation  îB. 

En  particulier  : 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  qui  ont  un  contact 
du  second  ordre  avec  une  astroïde  et  qui  touchent 
les  tangentes  cuspidales  est  une  autre  astroïde. 

Au  mncn  de  la  transformition  p.ir  polaires  réci- 
proques par  rapporta  (G)  on  déduit  des  coniques  (2) 
(jue  nous  venons  de  considérer  des  hvperb;)les  équila- 
tères  qui  oui  un  contact  du  second  ordre  avec  la  polaire 
réciproque  de  (f)  et  dont  les  asymptotes  sont  paral- 
lèles à  O;  et  0'r\.  Au  lieu  des  centres  des  coniques  (S) 
correspond  l'enveloppe  de  la  polaire  de  O  par  rapport 

(')  Nouvelles  Annales^  ï«j>0,  p.  ai. 
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à  ces  hyperboles.  Si  l'on  passe  ensuite  k  la  figure 
affine,  on  est  amené  à  considérer  la  transformation  qui 
fait  correspondre  à  une  courbe  donnée  l'enveloppe  des 
polaires  de  O  par  rapport  aux  cercles  osculateurs  de 
cette  courbe. 

En  observant  que  Q^  est  la  tangente  en  /'  au  lieu 
des  centres  des  coniques  (S),  on  voit  aisément  que  le 
point  oii  la  polaire  de  O  par  rapport  au  cercle  oscu- 
lateur  au  point  variable  fV une  courbe  touche  son 
enveloppe  appartient  à  la  perpendiculaire  élevée  en 
ce  point  de  la  courbe  sur  la  droite  qui  le  joint  à  O. 

On  pourra  facilement  déduire  de  la  propriété  de 
l'astroïde  trouvée  plus  haut  le  théorème  suivant  : 

Les  polaires  du  point  double  d'une  lemniscate  de 
Bernoulli  par  rapport  aux  cercles  osculateurs  de  la 
courbe  enveloppent  une  kohlenspitzcurve  équilatère. 

Par  un  point  de  la  lemniscate  passent  trois  cercles 
qui  osculent  la  courbe  en  un  autre  point;  les  points 
d'osculation  appartiennent  à  la  perpendiculaire  élevée 
au  point  considéré  sur  le  rayon  vecteur  de  ce  point. 
Au  moyen  des  considérations  qui  précèdent,  on  déduit 
de  là  ce  théorème  : 

Parmi  les  quatre  tangentes  qu'on  peut  mener  à 
une  astroïde  par  un  point  P  du  cercle  inscrit,  V U7ie 
a  une  direction  symétrique  de  celle  de.  O^  par  rap- 
port aux  tangentes  cuspidales  OÇ,  Oyj.  La  conique 
qui  touche  cette  tangente  et  l'une  des  trois  autres 
en  son  point  de  contact  avec  V astroïde  et  qui  touche 
en  outre  les  tangentes  cuspidales  a  un  contact  du 
second  ordre  avec  la  courbe. 

10.  Centre  de  courbure  de   la  sinusoïde.  —  Au 
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moyen   de    raffiiiité    définie  par  les  équations  (i)  on 
déduit  de  la  chainette 


la  sinusoïde 


y 

X  =  a  c\ï  — 
a 


y 

X  =.  a  cos  — : 
a 


nous  appellerons  l'axe  y  la  base  de  la  sinusoïde. 

Le  centre  de  courbure  en  un  point  M  de  la  chainette 
est  le  symétrique,  par  rapport  à  M,  du  point  où  la  nor- 
male coupe  la  base.  On  déduit  de  là,  d'après  la  méthode 
indiquée  plus  haut,  cette  construction  du  centre  [de 
courbure  en  un  point  Q  de  la  sinusoïde  :  la  symétrique 
de  la  normale  par  rapport  à  l'ordonnée  de  Q  coupe  Oy 
en  V;  la  perpendiculaire  élevée  sur  QV  au  symétrique 

Fig.  3. 


de  V  par  rapport  à  (^  coupe  la  normale  au  symétrique 
du  centre  de  courbure  par  rapport  à  Q.  D'où  cette 
construction  simple  {^fig-  3)  : 

Le  centre  de  courbure  en  un  point  Q  de  la  sinu- 
soïde appartient  à  la  perpendiculaire  élevée  sur  la 
symétrique  de  la  normale  par  rapport  à  f  ordonnée 
de  Q,  au  point  où  cette  symétrique  coupe  la  base. 


11.    La    radiale    de     la   chainette    est   la    campyle 
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d'Eudoxe 

il  en  résulte  que,  si  l'on  mène  par  le  point  O  des  seg- 
ments équipollents  aux  normales  de  la  chatnette,  le 
lieu  des  extrémités  de  ces  segments  est  la  même  cam- 
pyle  d'Eudoxe.  J^'affîne  de  cette  courbe  étant  une  lem- 
niscate  de  Gerono,  on  voit  que,  si  l'on  mène  par  O  des 
segments  équipollents  aux  segments  tels  que  Q  V,  le  lieu 
des  extrémités  des  segments  sera  une  lemniscate  de 
Gerono.  Gomme  QV  est  symétrique  de  la  normale  à  la 
sinusoïde  en  Q  par  rapport  à  l'ordonnée  de  Q,  on  a 
donc  ce  théorème  : 

Si  V on  mène  par  un  point  des  segments  équipol- 
lents aux  segments  des  no ?^ maies  à  une  sinusoïde 
compris  entre  les  points  d^ incidence  et  la  base,  le 
lieu  des  extrémités  de  ces  segments  est  une  lemnis- 
cate de  Gerono. 

Le  raisonnement  précédent  montre  que  si,  d'une 
manière  générale,  on  considère  le  lieu  (r2)  des  extré- 
mités des  segments  équipollents  aux  normales  d'une 
courbe  (F)  portés  à  partir  d'un  point,  et  le  lieu  (F^)  ana- 
logue pour  la  courbe  affine  (F')  de  (F),  les  courbes  (Y 2) 
et  (F'^)  se  déduisent  aussi  l'une  de  l'autre  par  l'affinité  (  1  ) . 


12.  Centre  de  courbure  de  la  courbe  x  =  as\\  — 
En  passant  de  la  sinusoïde 


a 


^  =  a  sin  -^ 
a 


successivement  aux  courbes 


i  Y         .  ^    y  y 

X  —  a  sm  -^^  =  ais\\~i         a;  =  a  sh  ~  > 
a  a  a 
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on  voit   facilement  que  la   construction  du   centre  de 
courbure  de  la  courbe  considérée  est  identique  à  celle 
que  nous  avons  donnée  pour  la  sinusoïde. 

On  trouve  de  même  que  le  lieu  des  extrémités  des 
segments  équipollents  aux  normales  de  la  courbe  por- 
tés à  partir  d'un  point  est  encore  une  lemniscate  de 
Gerono. 

13.    Courbes  ^^'/]^=C   —   Considérons  la  spirale 

logarithmique  ayant   pour   équation    en    coordonnées 

polaires 

p  =  c  e«*'^, 

c  et  a  étant  des  constantes.  On  peut  aussi  écrire  cette 
équation  sous  la  forme 

-log[(a7-<-z"jK)(a7— t»] 

=  locfc  -i-  Loc  arc  tansr—  =  losfc  H —  log  -^ 

Li  courbe  affine  aura  pour  équation 

^^og[{x-hy){x—y)]  =  logc+^log:^ ^. 

Si  l'on  rapporte  cette  courbe  aux  axes  OE,  Or,,  on 
voit  qu'elle  a  une  équation  de  la  forme  ;^y;'=  C;  cette 
classe  de  courbes  renferme  les  paraboles  et  hyper- 
boles d'indices  quelconques  ainsi  que  les  courbes 
poly  tropiques.. 

Au  moyen  de  la  méthode  du  paragraphe  2,  on  déduit 
de  la  construction  ])ien  connue  du  centre  de  courbure 
de  la  spirale  logarithmique  celle  du  centre  de  cour- 
bure en  un  point  Q  d'une  courbe  Î*t|'=  G  (/f^.  4)» 
elle  s'applique  quels  que  soient  k  et  /. 

La  symétrique  de  la  tangente  en  Q  par  rapport 
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à   V ordonnée   de  Q  rencontre  en   S  la  symétrique 
de  OQ  par  rapport  à  O;.  La  perpendiculaire  élevée 


en  S  sur  QS  passe  par  le  symétrique  du  centre  de 
courbure  par  rapport  à  Q. 

De  la  propriété  fondamentale  de  la  spirale  logarith- 
mique on  déduit  aussi  cette  propriété  caractéristique 
des  courbes  ^^y\^  z=  G  : 

La  symétrique  de  la  tangente  en  Q^  par  rapport 
à  l'ordonnée  de  Q  détermine  sur  la  symétrique 
de  OQ  par  rapport  à  0\  un  segment  OS  que  la 
tangente  divise  dans  un  rapport  constant. 

La  podaire  d'une  spirale  logarithmique  par  rapport 
au  pôle  étant  une  autre  spirale  logarithmique,  on  a 
encore  cette  proposition  : 

Le  lieu  des  milieux  des  segments  que  les  axes  O^, 
Or,  déterminent  sur  les  tangentes  à  une  courbe 
Ç^'/|'=  G  est  une  courbe  du  même  genre. 

On  sait  que  les  points  de  contact  des  tangentes  me- 
nées d'un  point  à  la  spirale  appartiennent  à  un  cercle 
passant  par  ce  point  et  par  le  pôle. 

Les  points  de  contact  des  tangentes  menées  d' un 
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point  à  la  courbe  ç^r/^  G  apocu  tiennent  à  une  hy^ 
perbole  équilatère  qui  passe  par  ce  point  et  par  O  et 
dont  les  asymptotes  sont  parallèles  à  OE,  Orj. 

14.  Radiales  des  courbes  transformées.  —  Pro- 
posons-nous de  déterminer  la  radiale  (R'j  de  l'af- 
fine {V)  de  (F)  connaissant  la  radiale  (R  )  de  (F). 

Soient  C  le  symétrique  de  G  par  rapport  à  M,  G"  la 
projection  de  G'  sur  la  symétrique  de  la  tangente  en  M 
à  (F)  par  rapport  à  la  parallèle  menée  par  M  à  Or\ 
{fig.  5).  La  courbe  (R)  est  l'affine  du  lieu  de  l'extré- 

Fig.  5. 


mité  du  segment  OGo  équipollent  à  MG  .  Si  l'on  ob- 
serve que  les  directions  de  G' G"  et  GM  sont  symé- 
triques par  rapport  à  OÇ,»on  trouve  ce  théorème  : 

La  radiale  (VJ)  de  V affine  (V)  de  (F  )  est  raffine 
de  la  podaire^  par  rapport  à  O,  de  la  courbe  qu^on 
déduit  de  la  radiale  {K)  de  (V) par  la  transforma- 
tion i/f verse  de  la  transformation  V . 

Ainsi,  la  radiale  d'un  cercle  (G)  coïncide  avec  ce 
cercle;  la  courbe  qu'on  eu  déduit  au  moyen  de  la 
Iransfornration  inverse  de  la  transformai i«>n  <?  est  l'as- 
troïdc  qui  touche  quatre  fois  (G)  et  a  ses  rebrousse- 
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ments  sur  Oç,  Or^  ;  la  podaire  de  l'astroide  est  la  rosace 

La  radiale  de  l'hyperbole  éqiiilatère  (H)  est  donc  la 
sextkpie  (  '  ) 

(  ^2  _  j^2  )3  ^  rt  2  (  .^.2  _L_  j^.2  )2  , 


[M*2i[3] 

SURFACES  PARALLÈLES  AIX  SURFACES  CYCLIDBS; 

Pau  m.  a.  MYLLER. 


Les  courbes  on  les  surfaces  parallèles  à  une  courbe 
ou  à  une  surface  quelconque  donnée  ont  fait  l'objet  de 
quelques  recherches  générales  (-).  On  a  étudié  aussi 
des  cas  spéciaux  :  les  courbes  parallèles  aux  coni- 
ques (^),  à  quelques  quartiques  particulières  (')  ou  à 
d'autres  courbes  spéciales  ('). 

Dans  ce  qui  suit  il  s'agira  des  surfaces  parallèles  aux 
surfaces  cyclides  (*^),  c'est-à-dire  aux  surfaces  du  qua- 
trième ordre,  qui  ont  le  cercle  imaginaire  de  l'infini 
pour  ligne  dpuble.  Les  résultats  se  rapportent  aussi 
aux    courbes  parallèles  aux  quartiques  liicirculaires, 


(')  Cf.  LoRiA-ScHÛTTE,  Spezïelle  ebene  Kiirven,  l.  Il,  p.  296. 

(2)  Gayley,  Quart.  Journ.  Math.,  t.  XI,  i^-^i. 

(^)  Catalan,  Nouv.  Ann,  Math.,  t.  III,  1S44;  Gayley,  Ann.  di 
Matem.,  t.  XIII,  1860;  Gomes  Teixeira,  Mém.cour.  par  l'Ac.  de 
Belgique,  t.  LVIII,  1898. 

C)  LosEHAND,  Math.  Ann.,  t.  LXIV,  1907. 

(^)  G.  LoRiA,  Math.  Ann.,  t.  LXIV',  1907. 

(^)  Darboux,  Sur  une  classe  remarquable  de  courbes  et  de  sur- 
faces algébriques,  Paris,  1873. 
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quartiques  qui  correspondent  dans  la  Géométrie  plane 
aux  cyclides. 

On  définit  les  surfaces  parallèles  de  la  façon  sui- 
vante :  Etant  donnée  une  surface  F  si  l'on  prend  sur 
la  normale  dans  un  point  quelconque  M,  d'un  côté  et 
de  l'autre  de    la  surface,    deux  points  M'  et  M"  tels 

que 

MM'=MM"=  const. 

et  si  l'on  fait  varier  M  sur  la  surface,  on  obtient 
comme  lieu  des  points  M'  et  M'  une  surface  parallèle 
à  F. 

La  cjclide  peut  être  définie  comme  l'enveloppe  d'une 
série  de  sphères  S  (génératrices)  qui  coupent  à  angles 
droits  une  sphère  fixe  S  (directrice)  et  dont  les 
centres  décrivent  une  quadrique  fixe  Q  (déférente). 

Considérons  une  série  de  sphères  S'  concentriques 
avec  les  sphères  S  et  telles  que  le  rayon  R'  de  chaque 
sphère  S'  diffère  du  rayon  R  de  la  sphère  concen- 
trique S  d'une  quantité  fixe  S 

R'=  R±o. 

Les  sphères  S'  auront  comme  enveloppe  une  sur- 
face P  à  deux  nappes,  correspondant  chacune  aux 
valeurs  4-8  et  —  8,  qui  -sera  parallèle,  à  la  cyclide 
donnée.  Pour  le  démontrer  il  suffit  de  montrer  que, 
si  M  est  le  point  de  contact  de  la  cyclide  avec  la  sphère 
génératrice  S,  le  point  M'  d'intersection  du  rayon  de 
la  sphère  S  passant  par  M  avec  la  sphère  concen- 
trique S'  sera  aussi  le  point  de  contact  de  la  sphère  S' 
avec  son  enveloppe  la  surface  parallèle. 

Prenons  le  centre  O  de  la  sphère  S  pour  origine  des 
coordonnées  et  le  plan  tangent  en  O  à  la  déférente  pour 
plan  xOy. 
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Soit 

^2  _j.  jî  _4_  2» R2  =  O 

l'équation  de  la  sphère  S.  Une  sphère  génératrice  infi- 
niment voisine  avec  le  centre  dans  xOy  aura  pour 
équation 

ou,  'en  gardant  seulement  les  infiniment  petits  du  pre- 
mier ordre, 

x^-i-y^-hz^—2dotx—2d^y—K^  —  2\i—dx  —  2R—^  61^^  =  0. 

L'intersection  de  cette  sphère  avec  la  précédente  se 
trouve  dans  le  plan 

et  par  conséquent  le  point  de  contact  M  de  S  avec  l'en- 
veloppe se  trouve  sur  la  droite 

ip  =—  R  -^—  » 

oa 

Prenons  aussi  la  sphère  S' 
et  la  sphère  voisine 

_(Rdz8)2-2(Rzhô)^  -2(Rd=ô)^   =  o. 

Le  point  de  contact  M'  de  S'  avec  son  enveloppe  se 
Ann.  de  Mathémat,,  4*  série,  t.  XVIII.  (Mars  1918.)  8 


(  9»  ) 


trouve  sur  la  droite 


X  = 


y 


(R  ±  o)^, 


Par  conséquent  M'  se  trouve  sur  la  droite  OM. 

INous  allons  prouver  maintenant  que  les  sphères  S' 
coupent  à  un  angle  fixe  B  une  sphère  fixe  S'  concen- 
trique avec  S.  Soient  O  le  centre  d'une  sphère  généra- 


trice S  de  rayon  R  el  to  le  centre  de  la  sphère  direc- 
trice 2  de  rayon  p.  Soient  OA  un  rayon  de  S  tangent 
en  A  à  S  et  w  A  le  rayon  de  S  qui  doit  être  perpendicu- 
laire à  OA.  Prenons  sur  OA  deux  points  B  et  G  d'un 
côté  et  de  l'autre  du  point  A  et  à  la  distance  o  de  ce 
point.  Considérons  les  sphères  S'  ayant  le  centre  O  et 
passant  par  B  et  G.  Leurs  rayons  seront  égaux  à  R  +  o 
et  B  —  0.  La  s[)lu''re  ^'  ayant  le  centre  (o  et  passant 
par  B  et  G  a  un  rayon  de  longueur  constante  z'  i\\\o\\c 
que  soit  la  sphère  géni'ralrice.  On  a 


Si   nous  désignons  par  Q    l'angle  wBA   ou   (oGA.    on 


(  99  ) 
obtient  du  triangle  coBA  ou  wGA 

(0  tang6  =  |; 

or,  0  étant  l'angle  sous  lequel  les  sphères  S'  coupent  la 
sphère  fixe  S',  le  théorème  est  démontré. 

En  nous  servant  du  théorème  connu  qu'une  cjclide 
peut  être  considérée  de  cinq  manières  différentes 
comme  l'enveloppe  d'une  série  de  sphères  qui  coupent 
à  angles  droits  une  sphère  fixe,  on  peut  dire  aussi, 
d'après  ce  dernier  résultat,  qu'une  surface  parallèle  à 
une  cyclide  peut  être  considérée  de  cinq  manières  dif- 
férentes comme  l'enveloppe  d'une  série  de  sphères  qui 
coupent  à  angle  constant  une  sphère  fixe  et  dont  les 
centres  décrivent  une  quadrique  fixe. 

Cherchons  si  parmi  les  surfaces  parallèles  à  une 
cjclide  donnée  il  y  en  a  une  dont  les  sphères  généra- 
trices coupent  la  directrice  sous  un  angle  nul;  alors 
ces  sphères  génératrices  sont  tangentes  à  une  sphère 
lixe.  La  formule  (i)  nous  montre  que  cela  est  possible 
seulement  si  p  =  o,  c'est-à-dire  si  la  cjclide  est  telle 
qu'une  de  ses  sphères  directrices  se  réduit  à  un  point  O. 
Dans  ce  cas  toutes  les  surfaces  parallèles  jouissent  de 
cette  [propriété.  SoitQ  la  déférente  correspondant  à  ce 
point  O.  La  cjclide  sera  l'enveloppe  des  sphères  ajant 
leurs  centres  sur  Q  et  passant  par  O.  Elle  sera  donc  le 
lieu  des  points  sjmétriques  du  point  O  par  rapport  aux 
plans  tangents  à  Q.  11  est  facile  de  voir  que  ce  lieu  est 
la  podaire  d'une  quadrique  homothétique  à  Q,  deux 
fois  plus  grande,  le  centre  d'iiomothétie  étant  en  O. 

Cherchons  aussi  si  parmi  les  surfaces  parallèles  à 
une  cjclide  il  j  en  a  qui  sont  aussi  des  cjclides,  Si 
une  telle  surface  existe  elle  sera  l'enveloppe  d'une 
série  de  sphères  génératrices   qui   coupent  en  même 


(    ïoo   ) 

temps  une  sphère  à  angle  constant  et  une  autre  à  angle 
droit.  En  effet,  elle  possède  comme  surface  parallèle 
une  série  de  sphères  génératrices  qui  coupent  une  sphère 
fixe  à  angle  constant,  mais  la  surface  étant  aussi  cjclide 
cette  série  doit  être  une  des  cinq  séries  des  splières  de 
la  cjclide  qui  coupent  une  sphère  fixe  à  angle  droit. 

Le  problème  revient  donc  à  chercher  l'enveloppe  des 
sphères  qui  coupent  deux  sphères  données  respective- 
ment à  angle  droit  et  à  angle  constant. 

Montrons  d'abord  que  toutes  les  sphères  S  qui  cou- 
pent à  angles  donnés  a  et  [:i  respectivement  deux  sphères 
données,  coupent  à  angle  constant  une  sphère  quel- 
conque fixe  passant  par  l'intersection  des  deux  sphères 
données. 

Soient 


(2) 

{  (x—ay  +  y^ 
les  équations  des  deux  sphères  données.  La  sphère 

(3)  (:r-0'-+-(r-^)'+(2-0'-?'=o 

les  coupe  aux  angles  a  et  ^  si  l'on  a 


<4) 

(    (^  —  rt)»4-Y)2-+-^*=r2H-  p2—  2/'?    COS^ 

Une  sphère  passant  par  l'intersection  des  splières  (2) 
a  pour  équation 


<">) 


En  calculant  l'angle  0  que  fait  la  sphère  (.3)  avec  hi 
sphère  (5)  on  obtlenl,  en  tenant  compte  des  condi- 
tions (4), 

...  .  XKcosa-h /cosli 

(6)  cosO  =  — » 

/(i-hX)(rî-hXU')  — Art» 


(    10.    ) 

Cette   formule  étant   indépendante  de  ?,  r,,  ^  et  p  dé- 
montre le  théorème. 

L'équation  (6)  donne,  à  un  0  donné,  deux  valeurs 
pour  A.  Par  conséquent  il  y  a  deux  sphères  passant  par 
l'intersection  des  sphères  (2)  qui  coupent  les  sphères  S 
sous  un  angle  donné.  Si  pourtant  9  est  droit,  l'équa- 
tion (())  donne  une  seule  valeur  pour  À,  et  par  consé- 
quent il  existe  seulement  une  sphère  S  passant  par 
l'intersection  des  sphères  données  qui  coupe  orthogo- 
nalement  les  sphères  S.  On  obtient  l'équation  de  cette 
sphère  S  en  remplaçant  dans  (5)  X  par 

rcosp 
Rcosa 

En  particulier  il  existe  deux  sphères  qui  coupent 
les  sphères  S  à  l'angle  zéro.  Ces  deux  sphères  K  for- 
ment donc  l'enveloppe  des  sphères  S.  En  éliminant  p 
entre  les  deux  équations  (4),  on  obtient  l'équation  du 
lieu  des  centres  des  sphères  S  qui  est  une  quadrique 
de  révolution  R  déférente  de  la  cjclide  qui  se  réduit 
aux  deux  sphères  K.  On  peut  alors  constater  facilement 
que  la  quadrique  R  est  tangenle  à  la  sphère  S  le  long 
du  cercle  qui  est  l'intersection  des  sphères  (2). 

En  revenant  à  la  question  posée,  on  voit  que  la 
cjclide  dont  la  surface  parallèle  est  aussi  cjclide  se 
réduit  à  deux  sphères  et  dans  ce  cas  toutes  les  surfaces 
parallèles  sont  cjclide^. 

Ce  résultat  se  rapporte  aux  cjclides  générées  par  00^ 
sphères  S  qui  leur  sont  doublement  tangentes,  c'est- 
à-dire  à  celles  dont  la  déférente  est  une  véritable  qua- 
drique. Il  existe  pourtant  des  cjclides  pour  lesquelles 
la  quadrique  déférente  se  réduit  à  une  conique.  Si  ces 
cjclides  ont  aussi  la  propriété  que  leurs  surfaces  paral- 
lèles soient  aussi  cjclides,   leurs  sphères  génératrices 
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doivent  aussi  couper  deux  sphères  fixes  respectivement 
à  angle  droit  et  constant  et  par  conséquent  la  conique 
déférente  ne  peut  être  qu'une  section  plane  de  la  qua- 
drique  R.  Cette  conique  déférente  est  tangente  à  la 
sphère  directrice  S  car  R  est  tangente.  La  cyclide  est 
donc  une  cyclide  de  Dupin. 

Inversement  la  cyclide  de  Dupin  pouvant  être  définie 
comme  l'enveloppe  des  sphères  données  I,,  I2?  ^s? 
deux  quelconques  de  ces  trois  sphères  jouent  le  rôle 
des  sphères  (2)  et  par  conséquent  les  sphères  généra- 
trices de  la  cyclide  de  Dupin  sont  des  sphères  S  du 
problème  précédent. 

On  peut  déduire  de  cela  une  propriété  des  cyclides 
de  Dupin.  Prenons  deux  sphères  ^\  et  S!,  passant  par 
l'intersection  de  Sj  etSo,  qui  coupent  les  sphères  géné- 
ratrices de  la  cyclide  aux  angles  a  et  p.  Nous  savons 
que  cela  est  possible.  De  même  par  l'intersection  des 
sphères  2^  ^^  ^s  nous  prenons  une  sphère  -3  qui  coupr 
les  génératrices  à  l'angle  y.  Observons  que  ce  procédt" 
n'est  applicable  que  si  un  des  angles  a,  [j,  v  au  moins 
n'est  droit. 

Par  conséquent  la  cyclide  de  Dupin  peut  être  consi- 
dérée comme  l'enveloppe  des  sphères  qui  coupent  trois 
sphères  données  respectivemenl  aux  angles  a,  ,3,  y  dont 
un  au  moins  n'est  droit. 


SOLllTIOXS  DE  0UESTIO\S  PKOPOSÉES. 


1660. 

(189i,   p.    iM 


/><^s  deux  tangentes  au  point  double  d'une  cubique  étant 
réelles,  si  d'un  point  Ai  de  ht  courbe  on  peut  mener  deux 


(  ,o3  ) 

tangentes  réelles,  il  n'y  a  qu'un  des  points  de  contact, 
soit  A2,  d'oii  Von  puisse  mener  de  nouveau  des  tangentes 
réelles;  alors  A2  donne  A3,  ...;  les  points  ainsi  obtenus 
tendent  vers  le  point  d'injlexion  réel  de  la  courbe. 

A.  ASTOR. 

Solution 

Par  UN  Anonymk. 

Newton  a  montré  que  toute  courbe  du  troisième  degré  peut 
être  regardée  comme  la  perspective  d'une  courbe  parabolique 
ayant  pour  équation 

^2=  Kx^-h  Ba72+  GiT  -4-  D  =  o. 

Considérons  la  courbe  dont  l'équation  est 
by^  =  x^{x  -H  a), 

a  tl  b  étant  positifs;  l'origine  est  un  point  double  à  tangentes 


réelles  distinctes.  Avec^=  tx^  on  a 

x=—a    ^bt^, 
y  —  —  at-hbt^. 

Les  trois  points  ti,  t^,  t^  sont  en  ligne  droite  si  l'on  a 

a 
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OU  donc  pour  les  points  A2  dont  ie  tangentiel  est  Ai, 
(i)  t\-\-itx.h-^k'^  =  o, 

avec  k^=  rr'  Sous  la  condition 
b 

t\>k\ 

équivalente  à  a;i  >  o,  l'équation  (i)  a  deux  racines  de  même 
signe,  le  signe  commun  étant  contraire  au  signe  ^1;  leur  pro- 
duit étant  k^,  le  carré  de  l'une  surpasse  ^*,  on  prend  celle-là 
et  elle  donne  ^3;  on  continue  ainsi.  Les  points  A  ont  des 
abscisses  positives. 
Gomme  on  a 

^2  =  — ^1— e  v/rj  — A:2, 

£  étant  le  signe  de  <i,  on  a 

I  ^2  I  =  I  f  1  I  H-  \/t\  —  k\ 

et  les  t  vont  en  croissant  ;  la  différence  |  ^2 1  —  |  ^1 1  va  en  crois- 
sant, les  modules  des  t  croissent  plus  vite  que  les  termes  d'une 
progression  arithmétique  croissante,  |  tn  \  est  un  infiniment 
grand.  Or  la  courbe  a  trois  points  d'inflexion  dont  un  seul 
est  réel,  à  savoir  le  point  à  l'infini  dans  la  direction  O^; 
comme  la  valeur  infinie  de  t  donne  ce  point,  le  fait  annoncé 
est  établi. 

Si  l'on  passe,  au  contraire,  d'un  point  A3  à  son  tan- 
gentiel A2,   .  .  .,  le  point  limite  est  le  point  double. 

Dans  le  cas  de  la  parabole  semi-cubique,  a  =  o,  la  relation 
entre  t^  ex.  t^  se  réduit  à 

^2  +  ^^  =  0, 
la  relation  ^2=0  devant  être  écartée. 

1672. 

(1894,  p.  l*;  lyn,  |t.  a38.) 

La  podaire  du  centre  de  la  courbe 

4  (  a:2 -f.  v2  —  a^  )» -4- 27  «2  .r^  =  o 

a  pour  équation 

4(:r2-t-^2)'—  a>(a:"-h  ly^y—  o. 
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Le  rapport  de  l'aire  de  la  première  courbe  à  celle  de  la 

seconde  est  —  E.-N.  Barisien. 

Solution 
Par  M.  R.  GooRMAOHTiaH. 

Considérons  une  famille  de  développantes  d'astroïde  F;  la 
première  des  deux  courbes  envisagées  dans  l'énoncé  est  une 
courbe  limite  Fo  entre  les  courbes  F  à  rebroussements  el  celles 
sans  rebroussements.  On  nous  a  montré  {Nouvelles  Annales^ 
1916,  p.  29)  que,  si  l'on  projette  un  point  variable  M(a,  ^)de 

la  parabole 

lax  =  a-  —  y-, 

en  P  sur  la  corde  focale  principale  a?  =  o,  la  courbe  consi- 
dérée est  Fenveloppe  du  cercle  de  centre  P,  de  rayon  PM.  Les 
rayons  de  cercle  qui  passent  par  les  points  caractéristiques 
font  avec  la  direction  positive  de  l'axe  ^  des  angles  6  tels  que 
cos6  =  p  :  a.  La  courbe  Fq  peut  donc  être  définie  par  les 
équations  paramétriques 

I  ^- 

a;=  OL  sine  =  r  («2—  ft2)2 

jK  =  P  +  3ccose  = -L(8a2— p2j. 

En  posant 

[3  :  a  =  2  =  sincp, 

on  voit  que  l'aire  de  cette  courbe  a  pour  expression 

a 

2  0 

f        —  H. 

=  3a2\   3   /      sin2(p  cos2cp  o?cp —  /     sin'^ip  cos2^rfcp 


16  3'2       /  32 


Si  37,  y  désignent  maintenant  les  coordonnées  de  la  pro- 
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jection  de  l'origine  sur  l'une  des  tangentes  à  Y^  correspondant 
au  point  M  de  la  parabole,  on  a 

=  tang20  = 


j  =  p  -f-acosO  —  p  sin2e  =  -L(a2_,_  32). 
Par  conséquent, 

l'équation  de  la  podaire  est  donc 

D'après  un  théorème  de  Catalan,  l'aire  d'une  courbe  con- 
vexe vaut  la  différence  des  aires  de  sa  podaire  et  de  saconlre- 
podaire  par  rapport  à  un  même  point  intérieur  à  la  courbe. 
La  développée  de  Fo  est  une  astroïde  dont  le  cercle  G  a  pour 

rayon  — ;  la  rosace  à  quatre  branches,  podaire  de  cet  astroïde, 
a  pour  aire  la  moitié  de  celle  du  cercle  C,  c'est-à-dire  -ira*. 

o 

Par  suite,  l'aire  de  la  podaire  de  Vq  vaut 

62        8  /  32 

les   aires   de  Fo  et  de  sa   podaire  sont  donc   dans  le   rapport 
de  i5  à  19. 

1775. 

',  1893,  p.  ^x::    191f.,  p.  3i.) 

On  donne  un  point  O  et  une  droite  D  fixes.  Une  figure 
de  grandeur  invariable  formée  d'un  point  10  et  d'une 
droite  A  se  déplace  de  façon  que  to  reste  sur  D  et  que  L, 
s' appuyant  toujours  sur  cette  droite,  passe  toujours  par  0. 
On  demande  le  lieu  d'un  point  arbitraire  du  plan  de  la 
figure  mobile.  Eaaniiner  les  différentes  formes  de  ce  lieUy 
lorsqu'on  fait  varier  les  données.  Mant<(HEIM. 
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Solution 
Par  M.  R.  Bouvaist. 

Soit  P  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  O  sur  D; 
prenons  pour  origine  P,  pour  axes  fixes  FOa:  et  la  droite 
D  ^  Py.  Soit  Pi  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  o> 

sur  A,  prenons  pour  axes  mobiles  o)  PjX  et  O  Pi  Y  ^  A. 

Si  X  et  Y  sont  les  coordonnées  relatives,  ce  et  y  les  coor- 
données absolues  d'un  point  M  de  la  figure  mobile,  on  a  évi- 
demment, en  posant  Piw  = —  /,  PO  =  a, 

X  =  l  C0S9  -+-  X  coscp  —  Y  sincp, 

/a  —  /coscpN  . 

y  =  (  : j  cosif  -h  A  sinip  -h  Y  coscp, 

équations  qui  définissent  en  général  une  quartique  unicursale. 
Nous  n'entrerons  pas  dans  l'étude  générale  de  cette  courbe  et 

nous  nous  bornerons-à  signaler  que  si  a  =  /,  X  = ,  Y  =  o, 

le  point  M  décrit  une  cissoïde  droite  ayant  pour  point  de 
rebroussement  le  milieu  O'  de  OP,  qui  est  la  tangente  de 
rebroussemeht,  l'asymptote  étant  la  parallèle  à  D  menée  par 
le  point  O",  symétrique  de  O'  par  rapport  à  P.  Cette  généra- 
tion de  la  cissoïde  droite  est  du  reste  bien  connue. 

1839. 

(1900,   p.  igo.) 

Soient    AA',     BB'    les    axes     d'une     ellipse    telle     que 

r  angle  BAB'  soit  égal  à  ,  k  et  n  étant  premiers  entre 

eux;  P  un  point  de  A  A'  ou  de  ses  prolongements; 
Po  Mo  Pi  Ml    ...     une    ligne  brisée  rectangulaire   dont  les 

éléments  font  avec   A  A'   les   angles   h ,    dont   les  soni- 

4 
mets  Pq,  Pi,  . . .  sont  sur  AA',  les  sommets  Mo,  Mi,  . .  .  sont 
sur  V ellipse  et  tellement  placés  que  deux  sommets  suc- 
cessifs M/,  Mi+i  ne  soient  pas  symétriques  par  rapport 
à  AA';  Po  coïncide  avec  P^  si  k  est  pair:  avec  P^n  si  k  est 
impair.  Lémerat. 
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Solution 
Par  l'Auteur. 

Une  erreur  typographique  a  obscurci  la  question.  11  faut 
lire,  ligne  5,  —  au  lieu  de  —  (i).  L'équation  de  l'ellipse, 
rapportée  à  ses  axes,  est 

(i)  ^2  H ^L-^=,a\ 

^    in 


Faisons  tourner  les  axes  de  45"j  de  manière  que  le  grand 
axe  de  l'ellipse  devienne  la  bissectrice  positive  des  nouveaux 
axes  de  coordonnées;  les  lignes  obliques  aux  axes  de  l'ellipse 
sont  maintenant  parallèles  aux  axes  de  coordonnées;  dési- 
gnons par  ^  et  'f\  les  nouvelles  coordonnées;  on  a 

X  =  i-^^,  v=  "^  ~i^' 

\pi  s/i 

l'équation  (i)  devient 

K  —  K  7* 

(2)  r,2 —  2$r,  cos  — '-  H-  ?■-  —  la'-  sin- ^  =  o. 

'  n  in 

Cherchons  les  limites  de  \.  Pour  que  les  deux  valeurs  de  r^ 
soient  égales,  il  faut  avoir 

i  =  ±  — :ri—  =  A ,  a  =  A  v/  'i  cos 

./.,  Ktt  m 

V  '*  cos 

m 

Comme    lout   est   symétrique    par  rapport  à    la   bissectrice 
positive,  t\  a  les  mêmes  limites. 
L'équation  {1)  s'écrit 

■(}  —  1  ;r,  cos ^-  ;-  —  A.2  sin» =  o, 


(')    Cette  correction   est  faite  dans   la   reproduction  de  l'énoncé 
qui  précède. 


I 


(   ï«9  ) 

d'où  l'on  tire 


Â  =  A  ^°' 


^--^v/'-(iy 


Posons 


Il  vient 


4-    r:=   ?in  Cp. 

A 

-f  =  sin  (  çpzb  

A  \'         n 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

1909. 

(1901,  p.  i8.) 

On  compare  à  un  thermomètre  centigrade  un  autre  ther- 
momètre marquant  aussi  o^  et  \oo°  dans  la  glace  fondante 
et  Veau  bouillante^  mais  gradué  de  telle  sorte  que^ 
quand  on  passe  de  6°  à  (B-hi)**,  le  volume  Vb  s'accroît 
d^une  fraction  constante  p,  non  du  volume  à  o",  mais  du 
volume  à  6".  Quelle  est  la  température  centigrade  t  d'un 
milieu  pour  lequel  la  lecture  sur  le  second  thermomètre 
dépasse  de  T  la  lecture  faite  sur  le  premier? 

LÉMERAY. 

Solution 
Par  l'Auteur. 

Les  deux  thermomètres  sont  identiques,  sauf  pour  la  gra- 
duation. Soit  /i  =  iooK  la  distance  entre  les  deux  repères  o 
et  loo,  communs  aux  deux  instruments.  Ecrivons  a  au  lieu 
de  100.  On  a  les  trois  conditions 

()-f-P)^=i-+-Ka,         (i-h  {3)^=i-hK^         e=T-hr. 

Eliminons  6  et  ^  en  élevant  les  deux  membres  de  la  pre- 
mière équation  à  la  puissance  — ;  ceux  de  la  seconde  à  la  puis- 


sance  -  ;  il  reste 


a 


1  1 

(H-Ka)«=(i-l-  KO"^^', 


(    "o  ) 

qu'on  peut  écrire 

(  [  +  K  a  )«  [  (i  -t-  K  a)«J  =  i  -f-  K 


posons 


ce  I 

i-hKt  =  x,  d'où  t=  —  —  —, 

K.         K. 

KF-i  r  1  -\x 


1 

Vr—  (  Kl—  1  ) 


Posons 

(i+  Ka)^" =  A,  (i  +  Ka)'*^=  h^d-^-hf'; 

il  vient 


AB-f  =  a:  ou  V  =  fBAlA. 

A       ^       ■• 


Posant  enfin 


■l=y,  BA=C, 


on  est  ramené  à  la  forme 

y=Gy,  G=B«**-*. 

Pour  la  résolution  de  ce  type  d'équations,  voir  1896,  p.  548; 
1897,  p.  54  :  Su/'  les  racines  de  l'équation  x  =  a^. 

1910. 

(1901,  p.  9â.) 

On  donne  V hyperboloïde  à  une  nappe 

X^-  V2  ^2 

On  considère  deux  génératrices  G  et  K  de  même  système 
dont  les  pieds  sur  le  plan  de  V ellipse  de  gorge  sont  aux 
extrémités  d'un  même  diamètre  : 

i"  Trouver  les  équations  de  la  droite  \  perpendiculaire 
commune  à  G  et  K  : 

2°   Trouver  la  surface  lieu  de  ^  (conoïde  de  Plucker); 

'i°  Trouver  sur  cette  sur/ace  le  lieu  des  points  tels  que 
les  plans  tangents  fassent  un  angle  donne  0  avec  le  plan 
de  l'ellipse  de  gorge.  Construire  les  projections  de  ce  lieu 
sur  les  plans  île  coordonnées.  Gh.  Biociik. 


1 1 1 

Solution 

Par  UN  Abonnk. 

En  désignant  par  cp  un  paramètre  variable,  les  équations  des 
^génératrices  G  et  K  sont 


X       z  ._  y 

a       c 
et 

£  __  f .......  ,  .:„..       y 

a  c 


coscp — sincp,  •—  =  -sincp  +  coscp 


coscp  +  sincp,  4*  = sino-  —  coscp. 

'  ^  b  c         ' 


Les  équations  de  leur  perpendiculaire  commune  sont 

cax  coscp  +  cby  sin cp  +  z  (a-  cos"^cp  -+-  b^  sin^cp) 

—  c{a^ —  6^)  sincp  coscp  =  o, 

cax  coscp  +  cby  sintp  —  z(a'^  cos^cp  -h  6^  sin-cp) 

-h  c{a^ —  ^2)  sincp  coscp  =  o. 

On  en  déduit,  en  additionnant  et  retranchant, 

ax  cos(f>  -{-  by  sin  cp  =  o, 

z{a^  cos^cp  -H  62  sin^cp)  —  c{a'^  —  6^  )  sincp  coscp  =  o. 

En  éliminant  le  paramètre  cp  entre  ces  deux  équations,  on 
obtient,  pour  la  surface  engendrée  parla  perpendiculaire  com- 
mune, l'équation 

ab  z{x^-^  y^)  -\-  c{à^—  b'^)Ty  =  o: 

c'est  un  conoïde  de  Plucker. 

Désignons  par  V  l'angle  que  fait  la  normale  à  cette  surface 
eu  un  point  avec  l'axe  des  s,  nous  avons 

~      ja2^2(^2_^j^2)2_j_4<^2è2^2(^2^,2)  \' 

\      -^c^(a^—b^y{x^-hy^)-h^abc(a''  —  b^)xyz\ 

Remplaçons  dans  cette  expression  xy  par  sa  valeur  tracée 
de  l'équation  du  conoïde,  nous  obtenons,  après  quelques 
réductions, 

a2  62  tang2  y ( a?» -h 72 )  _j_  | ^2 b^z^-  — c^ia"^— b^y=  o; 


(  "2  ) 

ce  qui  représente  une  surface  du  second  degré,  de  révolution 
autour  de  l'axe  des  z.  La  courbe  est  l'intersection  de  cette 
surface  et  du  conoïde;  elle  est,  par  suite,  du  sixième  degré. 
Pour  obtenir  l'équation  de  sa  projection  sur  le  plan  des  xy, 
nous  tirons  de  l'équation  du  conoïde 

x-^  y^ 

et  en   portant  cette  valeur  dans  l'équation   de  la  surface  du 
second  degré,  nous  obtenons 

a* 62  tang'-  ^ {x'^-^y'^Y  —  c'^ (a^—  62)2  j  (^24.^2)1  _  4 x'^y'^  |  =  o  ; 
ou,  en  passant  aux  coordonnées  polaires  p  et  a>, 

C2(a2_  62)2 

^        a^ônang^V 

C'est  l'équation  d'une  rosace. 

La  projection  de  la  courbe,  sur  le  plan  des  ^z,  s'obtient  en 
éliminant  x  entre  les  équations  des  deux  surfaces,  ce  qui  ne 
présente  aucune  difficulté.  On  arrive  ainsi  à  l'équation 

i6a*6^^«— rt262cs(a*—  62)2  (8^4_tang* V>M 
-^  4a2  62c2(a2— 62)2  tang2V^2  52 

-h  c'»(«2— 62)^(^2 _tang2Vj>'2)  =  o. 

C'est  une  courbe  du  sixième  degré  ayant  un  point  double 
à  l'origine  et  toutes  ses  direcfions  asymptotiques  parallèles 
à  l'axe  des  y. 

L'équation  étant  du  second  degré  en ^2^  on  peut  la  résoudre 
par  rapport  à  cette  inconnue  et  discuter  la  courbe  par  celte 
méthode.  Mais  l'équation  est  trop  compliquée  pour  obtenir 
des  résultats  simples  et  remarquables. 

2161. 

1I9IO,  p.  336/ 

Une  pyramide  régulière^  de  sommet  S,  a  pour  base 
un  rectangle  XBCD.  On  considère  le  paraboloïde  de  révo' 
lution  de  sommet  S  qui  passe  par  le  cercle  circonscrit  au 
rectangle  ABGD  et  le  parallélépipède  dont  ce  rectangle 


(  >'3) 

est  la  section  droite.  Démontrer  que  le  solide  commun  à 
ces  deux  corps.,  limité  au  plan  de  base  de  la  pyramide,  a 
un  volume  double  de  celle-ci.  IM.  d'Ocagni:. 


Soient 


Deuxième  Solution  (') 

Par  UN  Abonnk. 

^2  —   ^  jyi^ 


la  parabole  qu'on  fait  tourner  autour  de  i'axe  des  ^,  li  la  hau- 
teur de  la  pyramide,  r  le  rayon  du  cercle  ABGD,  ia  et  26 
les  côtés  du  rectangle.  Alors  on  a 


a 


-H  62  =  /^  =  A  mil. 


La  section  du  paraboloïde  |)arun  plan  parallèle  à  l'axe,  à  la 
distance  r  sin8,  est  une  parabole  égale  à  (a).  Le  plan  de  base 
limite  cette  parabole  par  une  corde  de  longueur  2/*cosO; 
l'aire  de  la  section  est  donc  /'^cos^O  —  3m,  et  le  volume  com- 
pris entre  deux  sections  parallèles  0i,  O2  est  donné  par  l'inté- 
grale 


v(02, 0,)=  -^  f  ^os^e 

i  m  J. 


dO. 


Mettons  a  =  /'  sin  a  ;  alors  b  =  r  sin  (  -  —  a  ) ,  et  le   volume 
demandé  est 


V  =  V(a,  -a)  — 2V(-,  -—a 


TT       7: 


2        2 


- —    /      (cos^O—  sin^6)c?6 


=  - —  sin  2  a 
5  m 

Sab/i 


Autre  solution,  par  M.  M. -F.  Egan. 


c.  Q.  F.  D. 


(')   Voir  1911,  p.  288. 

Ann.  de  Mathémat.,  4'  série,  t.  XVIIL  (Mars  1918.) 


(  ii4 


2258.  . 

■  191.>,  p.  432.  I 

Soient  (i),  (2),  (3),  (4)  les  quatre  côtés  d'un  quadrila- 
tère complet  et  ABC  le  triangle  formé  par  les  diagonales. 
Soient  Ai,A2,A3,A4  les  points  d^ intersection  respectifs  du 
côté  opposé  RG  avec  les  parallèles  menées  du  sommet  A  à 
fi  j,  (2),  (3).  (4  );  €t  supposons  qu'on  forme  les  points  ana- 
logues Bj,  B2,  B3,  B;,  C],  C2,  C3,  G;.  Alors  les  quatre  sys- 
tèmes de  trois  points  A2B3G4,  AjB^Cj,  A^BiCj,  A3B2G1 
sont  respectivement  en  ligne  droite  (i'),  (2'),  (3'),  (4')  et 
ces  quatre  lignes  droites  sont  parallèles  entre  elles. 

T.  Ono. 
Solution 
Par  M.  R.  Bouvaist. 

A'ous  supposerons  que  les  côtés  (i)  et  (2),  (3j  et  (4)  sont 
opposés,  et  a,  |3,  v,  0  les  sommets  (i,  4)?  ('>  3),  (3,  !*),  (2,  4;; 
soit  7.'  l'intersection  <!e  ao  avec  BG;  menons  la  droite  AA3  et 
soit  I  son  intersection  avec  aô;  le  triangle  GAA3,  coupé  parla 
transversale  al  a',  donne 

a'  G    I  A3  a  A 


^3 

or  on  a 


a' A3    lA    a  G 
a' G   vG  a  G 


a' A3  Y  A  a  A 
la  division  (^AyC)  étant  liarinoiiique,  d'où 

IA3=  lA. 

On  en  déduit  que  les  trois  poinlb  A3,  B?,  C\  sont  sur  la  qua- 
trième lan'gcntc  commune  aux  coniques  inscrites  dans  ABC 
et  ayant  leuis  centres  sur  (4). 

Soit  to  le  |)(»int  de  BG  où   se  coupeiii  in  et  ^  >;  ;  ce  p<'inl  u> 

est  le  centre  d'une  conique  inscrite  dans  ABG  et  lanjiento  à 

Al  B4G3,  AJB3G4;  si  AA|  coupe  (2)  en  I,  AA^  c(»npe  (1  »  on  I. 

on  a 

to  A 1  =  œ  A  2  =  1  r , 

ce  qui   montre   que    les    droites  Ai  B^Gj, 'Aj  BsC.;,   tangentes 
menées  à  une  conique  par  deux  points  symétriques  par  rapport 


(  "S  ) 

au  centre  de  celle-ci  et  situés  sur  une  asymptote,  sont  paral- 
lèles. 

Autre  solution  par  M.  i.  Lemaire. 

2260. 

(1913,  p.  477.) 

On  donne  un  losange  ABGD  et  le  cercle  inscrit  O.  Une 
tangente  variable  rencontre  les  côtés  BG  et  CD  en  AI  et  N, 
entre  B  e^  C,  G  et  D.  Montrer  que  Vaire  du  triangle  AMN 

reste  constante.  V.  Tmrbault. 

Solution 
Par  M.  J.  Lemaire. 

Si  E  et  F  sont  les  points  oîi  GB  et  GD  touchent  le  cercle  O, 


nous  pouvons  écrire 

aire  AMN  =  aire  AEGF—    aireAEM—    aire  AFN  —  aire  GiMN, 
=  aireAEGF— 2aireOEM— 2aireOFN  — aireGMN, 
=^aireAEGF—    aire  OEMNF  —  aire  GMN, 
=  aireAEGF—    aire  OEGF  =  const. 

Autres  solutions,  par  MM  R.  Bouyaist,  R.  Goormaghtigu,  T.  Oxo 
et  un  Abonné. 

2261. 

(191.S,  p.  477.) 

On  considère  un  tétraèdre  SABG  trirectangle  en  S  et 
une  sphère  quelconque  F  passant  par  A,  B,  G  et  recoupant 
les  arêtes  SA,  SB,  SG  en  a,  p,  y-  Montrer  que  : 


(   '-6  ) 

i"  Le  sommet  S,  Vorthocentre  du  triangle  aSy,  le  point 
de  concours  des  médianes  du  triangle  ABC  et  le  centre  0 
de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  S  ABC  sont  en  ligne 
droite  ; 

1°  Le  sommet  S,  Vorthocentre  du  triangle  k^Q,,  le  point 
de  concours  des  médianes  du  triangle  a^y  et  le  centre  tu 
de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  Saj^y  sont  en  ligne 

droite.  V.  Thébailt. 

Solution 
Par  M.  R.  Goormagiitigh. 

Soient  a  b,  c  les  milieux  de  BC,  CA,  AB  ;  a',  b',  c  ceux 
(le  SA,  SB,  se.  Les  perpendiculaires  élevées  en  or,  b,  c  sur  les 
faces  SBC,  SCA,  SÂB  concourent  au  centre  O  de  la 
sphère  SABC.  Dans  le  parallélépipède  Sa'b'c'  abcO,  la  dia- 
gonale OS  coupe  le  plan  abc  au  centre  de  graNité  G  du 
triangle  abc,  qui  est  aussi  celui  du  triangle  ABC. 

Si  l'on  prend  pour  centre  d'inversion  le  point  S  et  pour 
j)uissanco  celle  de  S  par  rapport  à  F,  le  plan  a3Y  est  l'inverse 
de  la  sphère  SABC  ;  la  droite  SGO  est  donc  perpendiculaire 
à  ce  plan  et  renferme,  par  suite,  l'orthocentre  du  triangle  a^y^ 
puisque  le  tétraèdre  Safiy  est  trireclangle  en  S. 

La  proposition  du  2"  est  identique  à  la  première  si  l'on 
prend  |)our  tétraèdre  fondamental  le  tétraèdre  SaSy. 

Autres  solutions,  par  MM.   H.    Bouvaist,  T.    Oso  el  un  Abonné. 

2262. 

(  1915,  p.  477.) 

Soient  D,  E,  F  les  points  de  contact  du  cercle  inscrit  I 
avec  BG,  CA,  AB,  et  A,,  Bi,  Ci  les  milieu.v  des  cotés  d'un 
triangle  ABC  : 

i"*  Calculer  les  distances  du  point  cp  de  Feuerbach  au.v 
côtés  du  triangle  ; 

2"  Démontrer  la  relation 

n         A  P         B  r         C 

çf)  D  cos  —  =  o  h  eus h  9  I'  cos  —  : 

'  2         '  2        ^  1 

j"  Montrer  que  la  perpendiculaire  sur  Al)  menée  du 
point  commun  à  BjGi  et  EF  passe  au  milieu  du  rayon  \D' 
du  cercle.  D'  étant  l'ertrémité  du  diamètre  DIP'. 

V.  TlIKBAlLT. 


(   "7  ) 


SOLl'TION 
Par  M.  R.  Goormagiitigh. 

i"  Les   coordonnées    normales    relatives    du    centre    de    la 
conique  circonscrite  S  —  =  o  sont 

a(6,3  4-CY  —  «a),       ^(cy -f-aoc  — 6[3),      -({aa -\- b^  —  c-()\ 

celles   du    point    de    P'euerbach    cp,    centre    de  l'hyperbole   de 

Feuerbach 

2(/>  — «)(6  —  c)yz  =  o, 
sont  donc 

l(p-a){b-cy,  '-{p-b)(c-a)\         L(p-c){a-br-. 

En  remarquant  que 

S(/>  — rt)(6  —  c)2=  4  S(R  — 'ir), 

on  déduit  de  là  comme  coordonnées  absolues  de  <^ 
{p  —  a){b  —  cr-       {p--b)(c  —  a}^        (p  —  c)(a  —  by' 


9.  «(R—  2r) 


ib{R—  9.r) 


2  C(  R  2/") 


2"  La  relation  proposée  exprime  que  o  appartient  au  cercle 
inscrit  ;  il  existe  une  relation  analogue  pour  tout  point  de  ce 
cercle.  Elle  résulte  du  théorème  de  Ptolémée,  si  l'on  observe 
que  les  côtés  du  triangle  DEF  sont  proportionnels  à 

cos  -  A,      cos-B,      cos-G; 

2  2  2 

la   relation   proposée  suppose    que   a    soit   le  côté   moyen  du 
triangle  ABC. 

On  peut  d'ailleurs  obtenir  aisément  des  relations  analogues 
à  la  relation  proposée,  mais  qui  ne  s'appliquent  qu'au  point  cp. 
Appelons  d,  e,f\es  côlés  du  triangle  DP]F  ;  le  point  cp  étant 
l'inverse,  par  rapport  au  triangle  DEF,  du  point  à  l'infini  dans 
la  direction  perpendiculaire  à  la  droite  d'Euler  01  de  ce 
triangle,  les  coordonnées  normales  de  cp  par  rapport  au 
triangle  DEF  sont 

d  e  f 

«2-/2'      /2_^2'      d^—e'-' 


(   "8  ) 

D'après    une    propricté   connue,   les   distances   ^D,  cpE,  cpF 
nt  inversement  proportionnelles  à  c^s  coordonnées  ;  on   a 

oB  G  G  A 

COS^ cos-  —       C0s2 cos2  — 

C5D:«)E:C5F=  2  2  2  2 


A 

cos  — 

2 

A               B 

cos- cos-  — 

2                        2 

cos  — 
2 

G 
cos  — 

2 

OU  encore 


b  —  c     c  —  a     a  —  b 
<fD.<?E.oF=-^.-_-g-:— ^ 

sin  —      sin  —      sin  — 

2  2  2 


On  en  déduit,  par  exen)ple,  en  supposant  encore  que  a  soit 
le  côté  moyen, 

^.     .      A  r    •       ^^  R    •      C 

oU  sin    —  =     oh  sin    —  -^    ce  r   sin    —, 
2  '  2  '  2 

«oDsin    —  =6>ç[:.sin hcor   sin    —, 

2  '  2  '  2 

A  1^  G 

ccDcos'— =     es  E  C()s3 u    csFcos^- • 

2  '  2  '  2 

y  3"  Soient  L  et  N  les  milieux  de  AD  et  AI,  T  le  point 
d'intersection  des  droites  I']F  et  BjGj,  D"  le  point  oii  la 
perpendiculaire  menée  de  T  à  AD  rencontre  le  diamètre  DID' 
du  cercle  inscrit.  D'après  les  théorèmes  d'Hainiilon  et  de 
Mannlieiin,  le  point  ç  est  à  l'intersection  de  DT  et  D'N.  Le 
point  D"  étant  l'ortliocenlre  rlu  irianij^le  DLT,  la  droite  LD" 
est  perpendiculaire  à  DT,  et,  par  suite,  parallèle  à  cpD'.  Or, 
si  l'on  appelle  IM  le  point  d'iniei  section  de  AD  avec  D'a>,  on 
voit,  en  considérant  le  triangle  ADl  coupé  par  la  trans- 
versale MND',  que  ISI  est  au  tiers  de  AD  à  partir  de  A.  Il 
résulte  de  là  que  L  est  au  quart  de  MD  à  partir  de  M  ;  par 
conséquent,  D"  est  au  quart  de  D'D  à  partir  de  D',  donc  au 
milieu  de  D'I. 

Autres  solutions,  par  MM.    H.    Bouvaist  et  T.  Ono. 


(   ^^9  ) 


QLESnOXS. 


23o9.  On  considère  les  cubiques  circulaires  Y  rencontrées 
clans  la  deuxième  parlie  de  la  composition  de  géométrie  ana- 
lytique de  lEcoIe  Polytechnique  en  1917,  savoir  celles  que 
définit  l'équation 

x(x^-\-  jK^)  —  (/i^ —  a'^)x  —  lahy  =  o, 

où  a  est  regardé  comme  fixe  et  h  comme  variable. 

On  appelle  H  et  11'  les  points  de  contact  de  chaque  cu- 
bique r  avec  ses  tangentes  parallèles  à  Oy{'^),\  et  V  ses 
points  de  contact  avec  ses  tangentes  parallèles  à  0^,  G  et  G' 
SCS  centres   de  courbure  répondant  à  II  et  H'.  On  demande  : 

1°  De  trouver  le  lieu  des  points  1  et  1'  et  de  déterminer,  en 
particulier,  les  points  de  ce  lieu  où  la  tangente  est  parallèle 
à  Oy  en  faisant  voir  comment  ces  derniers  points  sont  liés 
aux  points  H  et  H'  correspondants  ; 

-2"  De  trouver  le  lieu  des  points  G  et  G'  et  de  donner  la 
construction  géométrique  qui  permet  de  déduire  chaque 
point  G  du  point  H  correspondant.  M.  d'Ocagne. 

2360    On  considère  l'hyperboloide  de  révolution  à  une  nappe 
/i2  i-  yi  -i^  z'^  —  -^Yz  —  izn  —  Tf.xy  =  I  . 

iMontrer  que  si  /?,  </,  /■  sont  trois  nombres  arbitraires  deux  à 
deux  différents,  les  coordonnées  d'un  point  courant  de  cet 
hy|)erboloïde  peuvent  se  noter  : 

p{q  —  r) 


y 


oc  ^^^ 

{''—p)ip  -  q)' 

9(r—p) 
(P  -q)iq  — '•)' 

On  trace  dans  un  plan  (H)  un  triangle  de  référence  équilatéral. 


(')   ]'oir  la  figure,  1917,  p.  255. 
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/>,  ^,  /'  désignant  les  coordonnées  Irilinéaires  normales  d'un 
point  du  plan,  étudier  la  correspondance  entre  le  po\nl(p,q  ,r) 
du  plan  et  le  point  or,  y,  z  de  i'hyperboloïde  qui  correspond 
aux  valeurs/»,  q,  r  des  trois  paramètres.  Considérer  en  parti- 
culier les  courbes  planes  de  (H),  qui  correspondent  aux  sections 
planes  de  I'hyperboloïde,  aux  parallèles  et  au  cercle  de  gorge 
notamment. 

Montrer  que  les  coordonnées  d'un  point  du  cône  asymptote 
peuvent  se  noter  : 

X,  fjL,  /'  étant  tross  nombres  arbitraires. 

Étudier  les  génératrices  de  I'hyperboloïde,  indiquer  les  para- 
mètres tels  que/î,  ^,  /'  qui  appartiennent  aux  points  des  deux 
génératrices  qui  sont  issues  du  point /?o 5^0 ''o  de  la  surface. 

Quelle  est  dans  le  plan  (H)  la  représentation  des  générations 
de  la  surface  ? 

On  considère  la  cubique  gauche  tracée  sur  I'hyperboloïde 
qui  correspond  à  la  condition 

p  -+-  y   +-  r  =  o. 

Etudier  sa  projection  sur  l'un  des  |)lans  de  coordonnées. 
Montrer  qne  a;  =  y  =  z  est  pour  elle  un  axe  de  symétrie  ter- 
naire. A51SLER. 


KKKATA. 


i()i7,  page  .>75,  ligne  i4  (en  remontant),  au  lieu  de  «  spirale 
logarilliuiique  uirme  ».  lire  «  même  spirale  jo^arilliniique  ». 

•O'T)  P'^SC  p'^S  ligne  10  (en  reiuonljint  ),  rr//  lieu  de  donnent. //rr 
donne. 

1917,  page  !\o'rt,  formule  (iS),  au  lieu  de  {a'+-b)\  lire  [a-hù-y. 

•'J'T»  page  !\o~,  ligne  2,  équaiiou  (?.ri),  supprimer  =0. 

*9'75  page  408.  Mgn&A^  au  lieu  de  à  réquation.  lire  à  l'ellipse 
ayant  pour  cqu;il  ion. 

M)'7>  P'^S*'   'tJO.  ligne  i.'),  au  lieu  de  x{n  +  i).  lire  x{x~\-  i). 

l'jiS,  page  34,  ligne  dcrnicro,  la  noie  doit  cire  reportée  page  3.'>. 
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[M'if] 

THÉOltÈ^IES  GÉNÉRAUX 
SUR  DES  SYSTÈMES  DE  COIRBES  ET  DE  POIi\TS  ; 

Par  m.   Mathieu  WEILL. 


I.  Considérons  un  faisceau  linéaire  de  courbes  repré- 
senté par  l'équation 

S  +  XS  =  o, 

et  prenons  trois  de  ces  courbes. 
Dans  l'équation 

(0         X,(S4- XS)  +  X2(S-f-  X'2)-4-X3(S-hX"2)  =0, 

on  peut  disposer  de  A,,  /v2,  ^3  de  manière  que  cette 
équation  soit  une  identité  ;  il   faut  pour  cela  que  Fon 

ait 

X,     -+-  Xo     H-  X3      =z  o, 

X,X  +  X2X'-+-X3X".=.o, 

ce  qui  est  toujours  possible.  Adoptons  pour  /.,,  Â2,  A3 
un  des  systèmes  de  valeurs  qui  satisfont  à  ces  deux 
relations;  pour  ce  système,  l'équation  (i)  représente 
une  courbe  passant  par  un  point  quelconque  du  plan; 
si  nous  considérons  trois  points  quelconques,  de  coor- 
données x^y^^  oc^y^^  -^.îj's)  on  aura  donc 

x,[s,  +  Xi:,]  -hX2[S,-hX'Si]-4-X3[s,  +  x"s,j  =  0, 

Xi[S2+XS2]H-X5[S2+X'S2]   +X3[S2+X"S2]   =0, 
X,[S3-f-X23]  + =  0. 

Il  en  résulte  que  le  déterminant  formé  avec  les 
quantités  S,  4- A2|,  S,+  A'i,,...,  Sj-h  XSo^  ••  est  nul, 
et  l'on  a  le  théorème  suivant  : 

Ann.  de  Mathémat.,  4'  série,   l.  XVllI.  (Avril  191S.)  10 
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Théorème.  —  Le  déterminant  formé  aiec  les  puis- 
sances de  trois  points  quelconques  du  plan^  par 
rapport  à  trois  courbes  faisant  partie  d  un  faisceau 
linéaire,  est  nul. 

Le  théorème,  très  général,  s'applique,  en  particulier, 
à  trois  coniques  passant  par  quatre  points,  à  trois 
cercles  ayant  même  axe  radical,  etc. 

Considérons,  de  même,  quatre  courbes  faisant  partie 
d'un  même  réseau  linéaire  et  quatre  points  du  plan, 
nous  arriverons,  par  le  même  raisonnement  que  plus 
haut,  au  résultat  suivant  :  le  déterminant  formé  par  les 
puissances  de  quatre  points  du  plan,  par  rapport  à 
quatre  courbes  faisant  partie  d'un  réseau  linéaire,  est 
nul.   De  même  si  Ton  considère  quatre  courbes  ayant 

pour  équations  : 

X2    S  -h  À  2:  +  T  =  o, 

À'2  S-hX'S  H-T  =  o, 

X"2  s -h =  o, 

À'iS  -^ =  0 

(S  =  o,  i]  =  o.  T  =  o  étant  les  équations  de  trois 
courbes  quelconques),  le  déterminant  formé  par  les 
puissances  de  quatre  points  quelconques  du  plan,  par 
rapport  à  ces  quatre  courbes,  est  nul. 

On  peut,  évidemmesnt,  généraliser,  et  l  on  aura,  par 
exemple,  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  l.  —  Le  déterminan  t  formé  par  les  puis  i 
sances  de  sept  points  du  plan,  par  rapport  à  sept  | 
coniques  quelconques,  est  nul.  î 

Théorème  11.  —  Le  déterminant  formé  par  les 
puissances  de  cinq  points  du  plan,  par  rapport  à 
cinq  cercles  quelconques^  est  nul. 


à 
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Les  cas  particuliers  sont  en  nombre,  pour  ainsi  clire^ 
illimité. 

On  a,  par  exemple,  les  lliéorèmcs  suivants  : 

Le  dé  terminant  formé  par  les  puissances  de 
quatre  points^  par  rapport  à  quatre  cercles  qui  ont 
un  point  commun^  est  nul. 

Le  déterminant  formé  par  les  puissances  de 
quatre  points,  par  rapport  aux  couples  des  côtés 
d'un  triangle  pris  deux  à  deux  et  au  cercle  cir- 
conscrit à  ce  triangle,  est  nul. 

Parmi  ces  quatre  points,  supposons  que  trois  soient 
sur  le  cercle  circonscrit;  soient  A=:o,  B=:o,  G  =  o 
les  équations  des  trois  côtés  du  triangle;  le  résultat 
sera  le  suivant  : 


AjBi     AiCi     BjGi 

A2B2      A2  0-2      B2C2 

A3B3     A3  C3     B3C3 


o, 


A,B,  désignant  le  produit  des  distances  du  point  de 
coordonnées  x,  >',  aux  deux  droites  A  =  0,  B  =  o,  et 
ainsi  de  suite.  Le  résultat  se  déduit,  d'ailleurs,  facile- 
ment, de  l'équation  du  cercle  circonscrit  en  coordon- 
nées trilinéaires. 

Nous  allons  particulariser  encore  et  appliquer  les 
raisonnements  précédents  aux  relations  entre  les  dis- 
tances de  n  points  du  plan. 

II.  Soient  S  =  o,  S  =  o,  ï  =  o  les  équations  de 
trois  cercles,  en  coordonnées  rectangulaires;  nous 
supposerons  que  le  coefficient  de  { x"^ -^  y-)  soit 
l'unité,  dans  chacune  de  ces  équations.  L'équation 


X,  S  -H  X,  S  +  A3  T  4-  Xi  =  o 
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représente  un  cercle  quelconque;   écrivons  qu'il  passe 
par  trois  points  donnés,  et  qu'il  se  réduit  à  une  droite, 

nous  aurons 

X,Si-^  Xa^i-r-  Xs'fi^  '^-i  =  o, 

X,  S3-4-. . . .    =  0, 

Xj        -4-  X2        -4-  X3 ==  O. 

Donc,  les  puissances  de  trois  points  en  ligne 
droite,  par  rapport  à  trois  cercles,  sont  liées  par  l'équa- 
tion 

S,     Xi     T,     ( 

52  S2     T2     I 

53  S3     T3     I 
I         I  I       o 

i"  Si  les  trois  cercles  se  réduisent  à  des  points  con- 
fondus avec  les  trois  points  donnés,  on  aura,  en  dési- 
gnant par   12     le   carré  de  la  distance  des  points  (  1  ) 

et  (2), 


=  o 


21 

i 


19. 
O 

V?: 
I 


i3 

o 
I 


=  o 


OU 


ou 


a'*  -h  6^-1-  c* —  la^b^ —  2a'c''  —  26'c'  =  o 


(a-f-6-hc)(a-+-6—  c){a  -r-  c  —  b)ia  —  h  —  c  )  =  o. 

rt,  h,  c  désignant  les  longueurs  des  côtés  du  triangle 
formé  par  les  trois  points,  triangle  réduit  ici  à  une 
droite. 

2°  Si  les  trois  cercles  se  réduisent  à  des  points  et  que 
deux  de  ces  cercles-poinls  se  confondent  avec  deux  des 


points  donnés  A,  B,  nous  iuirons 


2        2 

O           12  D  I            I 

2        2         2 

3i        32  D3        1 

Il  I          o 


ou 


DA'.BG^-  DB".GA  -+-  DG'.AB  + AB.BC.CA  =  o, 

ce  qui  est  le  théorème  de  Stevvart. 

3°  Exprimons  que  le  cercle  qui  a  pour  équation 

XiS-f-  XgS  -f-X3T-hX4=  o 

passe  par  quatre  points,  nous  aurons 

Si  Si  T,  I 
S,  ^2  T,  « 
S3     S,     T3     1 

Sv       X;       T;        l 

relation  entre  les   puissances    de    quatre   points  d'un 
cercle  par  rapport  à  trois  autres  cercles. 

Supposons  que  les  trois  cercles  S,  S,  T  se  réduisent 
à  trois  points,  confondus  avec  trois  des  quatre  points 
donnés,  nous  aurons 


=  o. 


o       12       i3       I 

— 2  — 2 

21  o        23        I 


2        2 

3i       32 


o       o 


—  8        2        2 

I      42      4^      I 


=  o. 


ou 


^   C2c'2(a'2  4-   b'i—  C'2)  — 2a'2  6'2c'2=.0, 
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relation  entre   les   carrés  des   distances   mutuelles  de 
quatre  points  d'une  circonférence. 

On  obtiendra,   évidemment,  d'autres  relations  ana- 
logues en  faisant  les  substitutions 


a 

h 

c 

a' 

b' 

c' 

a 

b 

c 

a' 

b' 

c' 

b' 

c 

a' 

b 

c 

a    V 

c' 

a 

b' 

c 

a' 

b 

et  ainsi  de  suite. 

Deux  d'entre  elles  suffiront  ù  les  déterminer  toutes, 
car  il  y  a  qtiatre  arbitraires  parmi  les  six  distances. 

4"  L'équation  A,  S  +  A2T  +  A3  U  -h  A4V  =  o  repré- 
sente un  cercle  quelconque;  écrivons  qu'il  passe  par 
quatre  points  donnés,  nous  aurons 

S,     T,     U,     V, 

02         I2        ^  1         '2 


Sa 

S. 


o, 


ce  qui  exprime  que  le  déterminant  formé  par  les  puis- 
sances de  quatre  points  d'un  cercle,  par  rapport  à  quatre 
autres  cercles  du  plan,  est  nul. 

Si  les  quatre  cercles  sont  des  cercles-points,  con- 
fondus avec  les  quatre  points  donnés,  on  aura 


12 


i3 


ï  • 


•21 


3i       3-2 


ou 


a*  a  * 


4' 
bU/'^ 


4-2 


•i3      94 

O       34 

43'         O 


C*  c'^  —  ^d'-a'^b^b*  .  .  .=  o. 


en   désignant    par   a,  ti' ,   />,  0' ,  ...    les    distances    mu- 
tuelles des  ([ualre  points;  cette  égalité  peut  s'écrire 

(  aa'  -+-  bb'  ■+■  ce'  )  (  aa'  -+-  bb'  —  ce'  ) 
H-  {aa  —  bb'  -^-  ce')  (aa' —  ce' —  bb')  =  o. 
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En  égalant  à  zéro  l'un  quelconque  de  ces  Facteurs,  on  a 
le  théorème  de  Ptolémée  sur  le  quadrilatère  inscrit. 


IH.   L'équation 

X,SH-X,T  +  X3U4-XiV-+-X5=  o 

représente  un  cercle  quelconque.  Nous  pouvons  dis- 
poser des  A  de  façon  que  ce  soit  une  identité;  on  aura, 
en  particulier, 

X  j  -f-  Xo  -h  X3  -h  X4  =  o. 

D'autre  part,  en  adoptant  les  valeurs  de  A  qui  font  de 
l'équation  une  identité,  nous  pourrons  faire  passer  ce 
cercle  par  quatre  points  quelconques  du  plan;  nous 
aurons  donc  la  relation 


(0 


s,  Ti     U,     V.  I 

S,  To     U2     V.,  I 

53  1 

54  I 

i  I          I         I  o 


=  o 


entre  les  puissances  de  quatre  points  quelconques  du 
plan  par  rapport  à  quatre  cercles  quelconques. 

Si  les  quitre  cercles  se  réduisent  à  des  points  con- 
fondus avec  les  quitre  p  )ints  donnés,  on  aura 


21 


3i 


/u 


12 

i3 

14 

I 

0 

—  9 

23" 

2 

24 

I 

2 

32 

0 

2 

34 

I 

2 

42 

2 

43 

0 

I 

1 

I 

I 

0 

=  o. 


relation  entre  les  distances  mutuelles  de  quatre  points 
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quelconques  du  |)l.in,  ou 

en  appelant  a,  ^,  c  les  distances  d'un  des  points  aux 
trois  autres,  et  (i\  b\  c'  les  autres  distances  corres- 
pondantes. 

Si  V  désigne  le  volume  du  tétraèdre  dont  les  arêtes 
ont  pour  longueur  a,  6,  c,  a',  6',  c',  le  premier  membre 
de  la  relation  est  égal  à  i44-V^"î  il  admet  les  substitu- 
tions 


a      h  c  a  h'  c 

a'     h'  c  a  b  c' 

a  b  c  a  b'     c' 

a'  b  c'  a  b'     c 


a     b      c      a'     b'     c' 
(1     b'     c'     a'     b      c 

.  . .    (en  tout  ^4), 


ce  qui  se  vérifie  immédiatement. 

Le  premier  membre  peut  aussi  s'écrire 

F  =  4a262c2— Sa2(6'-^  c'^—a'n^ 

-H(62-4-c2— a'2)(c2-f-a2— 6'2)fa«-4-  6*—  c'»). 

En  j^articulier,  si  les  points  A,  B,  C  sont  en  ligne 

droite,  on  a 

b'  =  rt'-h  c', 

et  l'on  trouve  que  —  F  est  le  carré  du  polynôme 

62(rt'4_  c')  -h  a'c'(a' -h  c')  —  a^a  —  c"- c\ 

on  retrouve  ainsi  la  relation  de  Stewart. 

Si,  dans  la  relation  (i),  on  suppose  que  le  cercle  S 
passe  par  les  points  i,  2,  3,  le  cercle  T  par  les 
points  2,  3,  4  ^^  ainsi  de  suite,  on  arrive  au  résultai 
suivant  : 


T7"ïï7^v:-^s;  =  "' 
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c'est-à-dire  que,  si  l'on  considère  quatre  points  quel- 
conques, la  somme  des  inverses  des  puissances  de  cha- 
cun d'eux,  par  rapport  au  cercle  qui  passe  par  les  trois 
autres,  est  nulle. 


IV.  Considérons  trois  cercles  représentés  par  S  =  o, 
T  =  o,  U  =  o  ;  soit  G  =  o  l'équation  du  cercle  ortho- 
gonal aux  trois  cercles;  l'équation 

X.Sh-XsTh-XsU  =o 

représente  un  cercle  orthogonal  au  cercle  G.  Expri- 
mons qu'il  passe  par  trois  points  donnés,  nous  aurons 

S,     T,     U, 

S.2        T2        U2        =  O. 

S,     T3     U3 

Donc,  si  quatre  cercles  sont  orthogonaux  à  un  même 
cercle,  le  déterminant  formé  par  les  puissances  de  trois 
points  d'un  des  cercles,  par  rapport  aux  trois  autres 
cercles,  est  nul. 

En  particulier  si  les  cercles  S,  T,  U  sont  des  cercles- 
points,  G  est  le  cercle  circonscrit  au  triangle  formé 
par  ces  trois  points,  et  l'on  a  le  résultat  suivant  :  si 
deux  cercles  sont  orthogonaux,  et  si  l'on  prend  trois 
points  sur  l'un  et  trois  points  sur  l'autre,  le  détermi- 
nant formé  avec  les  carrés  des  distances  des  trois  pre- 
miers points  aux  trois  autres  est  nul. 

Siles  trois  points  du  premier  groupe  sont  en  ligne 

droite,  on  a 

À,4-X2+A3  =  o; 

les  trois  points  A,  B,  G  sont  sur  une  droite  orthogo- 
nale au  cercle  circonscrit  au  triangle  DEF  formé  par 
les  trois  autres  points;   c'est  donc   une  droite  passant 


(   -30  ) 
par   le   centre  O   de   ce  cercle;  on  a  les  quatre  équa 


tions 


Xi.AD'h-  X2AE"-+-X3AF'  =  o, 

■2 


Al. BU 


Ài.GD    -h... 


Is 


=  o, 
=  o. 


En  prenant  les  deux  premières  et  la  quatrième,  on  a 
la  relation 


AD       ÂE 

•2 


AF 


BD 

1 


ou 


BK       BF 
I  1 

•2 


2  AD   (BE    —  BF   )  =  o, 


relation  remarquable  entre  les  distances  de  deux  points, 
pris  sur  un  diamètre  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle, 
aux  sommets  de  ce  triangle. 

Réduisons  quatre  cercles  du  plan  à  leurs  centres  de 
coordonnées  x^y^^  x^y^^  L'équation 

H"  '>^i[io^  —  ^-i)- -^ ^ y  —  yiY\  -h...^-X3  =  o 

représente  un  cercle  quelconque;  exprimons  que 
l'équation  est  une  identité,  nous  aurons 


(•) 


/l        -H  À*        H-Xj-h  Xi    =  O, 
\\X\-k-\<iXi-\- =  «, 

>>0'i-+- =  o, 

IxKt]  ^  y\)  -^ .  .  .-\-\-,=  o. 


Ce  système  admet  toujours  <les  solutions  pour  les  A. 
Adoptons  une  des  solutions,  et  écrivons  que  le  cercle 
passe  parles  points  j:,  y\  ...  cl  aussi  par  un  cinquième 


à 


(   -3-   ) 
point  du  plan,  nous  aurons 


(2) 


2  2  2 

A2.12    4-X3.13    -I-X4.14    H-A5=o, 
/  X1.21" -hXa.sS    -I-X4.24    -+-X3=o, 


-^  X3=  o. 


— 2  — 2 

1   X.  .5i    -h  X9.52   + 


Les  équations  des  deux  groupes  (i)  et  (2)  sont  toutes 
vérifiées  par  des  valeurs  X,  donc  tous  les  déterminants 
du  cinquième  ordre  sont  nuls.  En  particulier,  on  a 


— 2  -  — 2  — 2 
o   12   i3   i4   I 


— 2  — 2 
o   23   24   I 


21 
3T 

4T 


—  2   2   2   2 

5i   32   33   54   r 


ce  qui  est  une  relation  entre  les  carrés  des  distances 
mutuelles  de  cinq  points  du  plan,  relation  qui  admet 
120  substitutions.  On  a  aussi 


I 

I 

I 

' 

0 

r, 

.To 

^3 

.r4 

0 

0 

2 

12 

2 

i3 

— 9 
14" 

I 

21 


o       23       24 


2 2  2 

3i        32         O       34        I 


=   O 


ce  qui  est  une  relation  entre  les  carrés  des  distances 
mutuelles  de  quatre  points,  et  les  distances  de  ces 
points  à  une  droite  du  plan. 

On  peut,  d'une  manière  analogue,  considérer  Téqua- 


tion 


l32    ) 


on  aura  des  résultats  semblables  aux  précédents. 

V.  Toutes  les  considérations  précédentes  s'appli- 
quent à  un  système  de  sphères,  et  l'on  peut,  immédia- 
tement, énoncer  les  résultats  suivants  : 

1*^  Le  déterminant  formé  par  les  puissances  de  trois 
points  quelconques,  par  rapport  à  trois  sphères  ayant 
même  plan  radical,  est  nul. 

2^  Le  déterminant  formé  par  les  puissances  de  quatre 
points  quelconques,  par  rapport  à  quatre  sphères  ayant 
deux  points  communs,  est  nul. 

3"  Le  déterminant  formé  par  les  puissances  de  cinq 
points  quelconques,  par  rapport  à  cinq  sphères  ortho- 
gonales à  une  même  sphère  ou  ayant  un  point  commun, 
est  nul. 

4"  Le  déterminant  formé  par  les  puissances  de  six 
points  quelconques,  par  rapport  à  six  sphères  quel- 
conques, est  nul. 

5"  Si  l'on  considère  six  points  de  l'espace,  numé- 
rotés I,  2,  3,  4 1  5,  6,  on  a 


21 


12 
o 


li       14       i5       16 


•23 


26 


— 2     — 2 
3i       32 


2 2        J        2        2 

61       iri       fi3       il\       65         o 


=  o. 


(j"   Lj   relation  entre   les    carrés   des  dislances    mu- 


(  '33  ) 
tuelles  de  cinq  points  quelconques  de  l'espace  est 


o       ri       j3       i4 

2  2 

XI  O  23 


3i 

39. 

o 

2 

4i 

5i 

. 

I 
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1 

-2 
/ 

4 

I 

2 

1  5 

i 

o 

=  o. 


7"  Si  l'on  considère  cinq  points  de  l'espace,  la 
somme  des  inverses  des  puissances  de  chacun  par 
rapporta  la  sphère  qui  passe  par  les  quatre  autres  est 
nulle. 

VI.  Considérons  un  triangle  de  côtés  a,  6,  c,  et 
soient  JT,  jK,  z  les  distances  d'un  point  du  plan  aux 
sommets  du  triangle.  Nous  avons  trouvé  entre  ces  six 
quantités  la  relation 


(U 


i  3-2  «2(^2+  .s 5 


X' 


62 -T-  c2—  a"^) 


jp2y2  c2  _  .,;2  s2  ^2  _  ^2  32  ^ 2  _  <^2  ^2  ^2  =   O. 


Les  carrés  des  distances  de  certains  points  remar- 
quables du  plan  du  triangle  aux  sommets  sontdes  fonc- 
tions rationnelles  de  a,  6,  c;  ceci  a  lieu,  en  particulier, 
pour  l'orthocentre,  le  point  de  concours  des  médianes, 
des  bissectrices,  etc. 

On  peut  se  proposer  de  trouver  tous  les  points  du 
plan  pour  lesquels  les  quantités  x-^y^.  z"^  sont  fonc- 
tions rationnelles  de  a-,  6^,  c^.  Désignons  a-,  è-,  c^ 
par  a,  [3,  y,  et  x^.  y-,  z^  par  m,  c,  w;  soient  w,,  v^,  w, 
des  valeurs  de  w,  v^  w  répondant  à  la  question,  par 
exemple,   les    carrés  des  distances  du   point   de    con- 


(  i34  ) 

cours  des  médianes  aux  sommets  du  triangle;  posons 


(2) 


/t  =    Ui  -~-  A    0, 
l-  =     t>,-t-  À'o, 
[     W  =    Wi  -h  À    0 


et  substituons  dans  la  relation  (i);  nous  aurons  une 
équation  du  second  degré  en  ô,  qui  admettra  la  solu- 
tion o=o;  il  restera  donc  une  relation  du  premier 
degré  en  5,  d'où  nous  tirerons  o  en  fonction  rationnelle 
de  Ut,  r,,  (v,,  X,  X',  X\  a,  p,  y. 

iNous  en  déduirons  ensuite  les  valeurs  de  u,  r,  iv 
par  les  équations  (2)  et  nous  aurons  la  solution  com 
plète  du  problème.  Eu  donnant,  dans  les  relations  trou- 
vées, des  valeurs  arbitraires  à  X,  )/,  À",  on  aura  tous  les 
systèmes  de  valeurs  de  a?^,  y-,  5^;  deux  valeurs  seule- 
ment, par  exemple  x"^  Gly^,  suffiront  pour  déterminer 
le  point  correspondant  à  un  système  de  valeurs  de  A, 
V,  K". 

VIT.  Une  relation  entre  les  distances  de  cinq  points 
d'une  sphère  est,  comme  il  est  facile  de  le  voir  à  laide 
des  méthodes  précédentes  : 


(') 


11 


^■?. 


i3 


9.1 

2 

41  ...  . 

—  2     — S     — : 
5i       5?       53 


14 


24 


^4 


=  o 


ou,  en  désignant  les  distances  5i,  .'>2.  53,  54  par  jr.  1  . 
Zj  ^,  les  autres  distances  par  a,  h.  r.  n' .  />'.  r\ 


(1) 


\r^  -h  ixy'  -h  vôî  -4-  çl^  -t-  h  =  o. 


(  '35  ) 
Le  coefficient  X  n'est  autre  que 

c'est-à-dire  que  A  ^  o  est  la  relation  que  nous  avons 
trouvée  entre  les  distances  mutuelles  de  quatre  points 
d'un  cercle,  [jl,  v,  p  ne  sont  autres  que  les  valeurs  que 
prend  X  par  des  substitutions  évidentes;  quant  à  h,   il 

est  ég^al  à 

(aa'-f-6è'-h  cc'){ad -\~  bb' —  ce') 

X  (aa'-+-  ce' —  bb'){aa —  ce' —  bb'). 

Le  déterminant  du  cinquième  ordre  est  donc  facile 
à  développer;  si  nous  appelons  D  le  diamètre  de  la 
sphère,  la  relation  est  vérifiée  si  Ton  j  remplace  r-, 
y-,  3-,  t-  par  D-  —  a;-,  D^  —  y-,  ...  ;  on  a  donc 

(X-l-fji-i-v-hp)D2-f-2/i  =  o; 

cette  méthode  fournit  donc,  très  simplement,  l'expres- 
sion du  rayon  de  la  sphère  circonscrite  à  un  tétraèdre 
dont  on  connaît  les  six  arêtes. 

Nous  avons  établi  une  relation  entre  les  distances  de 
quatre  points  quelconques  du  plan;  d'autre  part,  nous 
avons  établi  une  relation  entre  les  distances  de  quatre 
points  d'une  circonférence;  soient  a,  6,  c  les  trois 
côtés  d'un  triangle,  x^y^  z  les  distances  d'un  point  A, 
du  cercle  circonscrit,  aux  trois  sommets  A,  B,  C;  une 
combinaison  facile  des'deux  relations  dont  nous  venons 
de  parler  donne  la  relation  remarquable 

Sar2jK2(a2_^  è2— c2)  —  2:.r^a2+  a'^b^-c''  =  o. 

Vin.  Nous  avons  trouvé,  entre  les  distances  mu- 
tuelles de  quatre  points  du  plan,  la  relation 

(i)  Sa2a'2(é2-h  c2—  «2.^  6'2+  c'2  —  a'2) 

—  2a'2è'2c2— a2è2c2=  o. 


(  '36) 

a',  è',  c'  étant  les  distances  de  l'un  des  points  D  aux 
trois  autres  A,  B,  C. 

Si  le  point  D  décrit  une  courbe  f(a'b'c')  =  o,  l'éli- 
mination de  c'  entre  l'équation  /=  o  et  la  relation  (i) 
donne,  entre  a'  et  b\  une  relation  qui  représente  une 
courbe  formée  de  la  première  courbe  et  d'une  autre; 
on  a  ainsi,  d'une  manière  générale,  une  équation  repré- 
sentant une  courbe  qui  se  décompose;  on  peut  déduire 
de  là  un  grand  nombre  de  théorèmes  nouveaux. 

îNous  étudierons  des  cas  particuliers  très  simples, 
en  prenant  pour  triangle  ABC  un  triangle  équilatéral. 

Définissons  le  lieu  d'un  point  M  par  l'équation 


a^-h  c  ^=  a' 


qui  représente  le  cercle  décrit  sur  AG  comme  dia- 
mètre; d'où 

remplaçons  c'^  par  cette  valeur  dans  la  relation  (i),  il 
vient  une  relation  entre  a'-  et  //-,  le  lieu  des  points 
qui  satisfont  à  cette  relation  est  une  courbe  du  qua- 
trième degré  en  x^  y]  en  prenant  deux  axes  rectangu- 
laires se  croisant  au  centre  du  triangle,  Oj;  étant  par.il- 
lèle  à  BC,  l'équation  est  - 

qui  se  décompose  en 

^y'-i-  6a"2—  ay  \/3  —  3aT  —  a-  =  o, 

qui  représente  Ir  cercle  décrit  sur  AC  comme  diamètre 
et  en  un  second  cercle  qui  est  symétrique  du  premier         - 
par  rapport  h  AB;  ces  deux  cercles  forment  le  lieu  des      ^ 
points  M  pour  lesquels  il  y  a,  entre  les  distances  MA, 
MB,  la  relation  dont  nous  avons  parle. 


(   '37  ) 
La  relation  (i),  pour  le  triangle  équilatéral,' devient 

(i)     a2(MÂVMBVMG*)  —  a*4-SMÂ\MB^— SMA*  =  o. 
Soit  un  point  M  pour  lequel  on  a 


MA   -h  MB    =  2MG   . 

Le  lieu  de  ce  point  est  une  droite  qui  a  pour  équation 

(2)  y  -\-  X  \/^  =  o. 


Remplaçons  dans  la  relation  (1),  MA  4-  MB  par  2MG  , 
il  vient 


(3)     a2.3MG^  — a* 


[A   —MB    —  MG   +2MC    +  MA     MB    =.  o, 


relation  entre  les  trois  distances  MA  ,  MB  ,  MG  ,   ou 

3  j'S  _|_  (  ay'^  +  3  xy"^  )  /3  H- . .  .  =  o, 

qui  se  décompose  en  la  droite  j^  +  :ry/3  =  o  et  un 
cercle  imaginaire.  Ainsi,  le  lieu  des  points  M  qui 
satisfont  à  la  relation  (3)  est  formé  d'une  droite  et  d'un 
cercle  imaginaire. 

Soit  la  même  relation 


•2 


MA   +MB   =2MG 

la  relation  (i)  pourra  s'écrire 

a2(MÂ^  +  MB^-hMG^) 


—  a*+  MG   +  MA   .MB   —  MA    -  MB    =  o, 

le  lieu  des  points  qui  satisfont  à  cette  nouvelle  relation 
sera  formé  de  la  droite  précéden,te 

y  -^  X  \/3  =  o 
Afin,  de  Mathémat.,  4°  série,  t.  XVIII.  (Avril  1918.)  l  l 


(   -38  ) 

et,  cette  fois,  diin  cercle-point,  qui  n  est  autre  que  le 
sommet  G  du  triangle  équilatéral,  résultat  facile  à 
vérifier. 

Soit,  enfin,  la  relation 

IvTb'  +  MC    =  K2; 

on  trous e  que  le  lieu  des  points  qui  satisfont  à  la  rela- 
tion, tirée  de  la  relation  d), 

a2  (ma'  -+-  R2)  -  «4  +  K2  .  \ÏA^  —  K*  —  MA'  -h  3  m¥'  .  MC'  =  o. 

est  formé  de  deux  cercles,  savoir  celui  qui  a  pour 
équation 

MB'-hMC"=K2 
ou 

et  un  second  cercle,  qui  a  pour  équation 

3^2  -h    /  V  -h   -^    I     ^K2—  «2=0. 

La  méthode  que  nous  venons  deuiployer  et  qui  peut 
fournir  un  très  grand  nombre  de  théorèmes  nouveaux 
consiste,  non  pas  à  éliminer  une  des  quantités  a' , 
h\  c'  entre  la  relation  fondamentale  et  une  équa- 
tion /(a' 6'c')  =:  o,  qui  définit  une  courbe,  mais  à 
combiner,  de  diverses  manières,  la  relation  fondamen- 
tale et  l'équation  f=o. 


(  "39  ) 

[R6] 

SUR  LES  THEOIIÉUBS  »U  FKOJECTIOiXS  ET  DES  MO)IE\rS 
IIES  QllAI\riTË$  m  JUOUVEHEIVT 

(extrait     d'une     lellre     à    M.    Appell); 
Par   m.    J.   ARNOVLIEVITCH. 


En  étudiant  voire  Traité  de  Mécanique  rationnelle 
j'ai  fait  la  remarque  que  le  théorème  des  projections 
des  quantités  de  mouvement  est  un  cas  particulier  du 
théorème  des  moments,  notamment  quand  les  moments 
sont  rapportés  à  un  axe  situé  à  l'infini. 

Rapportons  un  système  matériel  à  deux  systèmes  de 
coordonnées  rectangulaires  (ixes  0,j:,j',^,  et  Oxyz^ 


dont  les  plans  j,  O,  ^1  etyO^  coïncident  (plan  de  la  fi- 
gure).L'équationdesmoments  parrapportàTaxeOi  s,  est 
,  ,       d  v^       r      dy\  dx\ 


dt 


z-h^-^'"^*]-!:!:!-^'-^--''-. 


Les  coordonnées  xyz  et  x^y^z^  d'un  point  maté- 
riel m  et  les  composantes  X\Z  et  X,  Y,Z,  des  forces 
extérieures  sont  liées  par  les  équations 


KV 


d'où 


ari  =  ^,         j^i  =  j/ cosa  H- ^  sina 
^1  =  2  cosof — jKsina-f-è; 


dy 


dxi        dx  dyx 

~dt    ^  ~di'  ~dt    ~^  ~dt 

Xi  =  X,       Yi  =  Ycosa -+- Z  sina, 


cosa 


sin  a  ; 


dz 
~di 
Z  cosa  —  Y  sin  a. 


(  "4o  ) 

En  portant  les  valeurs  (2)  dans  Téqualion  (i)  nous 


aurons 


(3) 


d  \ry      r    /  dy  dz    .      \ 

—r-    y  in\x\  -7-  cosa  h ^-sina  ) 

dt  Â^      \      \  dt  dt  / 

dx ,  1 

—  -j-  {y  cosa  -h  ;;  sin  a  —  a)  l 

=  ^  ^^[x{\  cosa-hZ  sina)  —  X(  j'  cosa  +  ^  sina  — a)]. 

Divisons  les  deux  membres  de  cette  équation  par  a  ; 
on  obtient 

/t\  d  "^      {dx         \  \      / dy  dz    .      \ 

^  ^  dt  ^      Idt        a  (      \dt  dt  ) 

—  -T- (^  cosa -h  ^  sin  a)  > 

=  2_,  Z^\^  ^ î  ^(  ^  cosa  -h  Z  sina) 

—  X(^cosa-i-;;?ina)j  1. 

Imaginons  que  l'axe  0,;:,  s'éloigne  vers  l'infini  tout 
en  restant  dans  le  plan  yO  z  ;  la  coordonnée  a  croft  infi- 
niment et  les  termes  de  (4)  contenant  —  s'annulent. 

a 

L'équalion  (4)  se  réduit  dcMic  à 

(jul  exprime  le  théorème  des  projections  des  quantités 
de  mouvement  sur  Taxe  Ox. 

Nous  aurions  le  même  résultai  en  écrivant  l'équalion 
des  momenis  par  r.ippoiM  à  ['a\o  C),)',.  En  efTel,  Ie> 
(l(Mi\  axes  O,  )  ,,  f),::|,  s'éloignant  vers  Tinfini,  coïn- 
cidciil  (Mirm  avec  la  (hcilo  iiifininu'iil  éloignée  ()'^)  du 
plan    )()  ;. 

Les  mêmes  considt'ralions  t'ianl  lailcs  >ui-  les  deux 
autres  axes  Oy  et  O3,  on  peut  dire  : 


(  i4.  ) 

Les  équations  des  projections  des  quantités  de  mou- 
vement sur  les  axes  Ox^  Oy,  O^  sont  identiques  avec 
les  équations  des  moments  des  quantités  de  mouve- 
ment par  rapport  aux  axes  inlininient  éloignés  (j'^), 
(zx)  et  (xy).  Ces  derniers  axes  se  trouvant  dans  le 
même  plan,  qui  est  le  plan  infiniment  éloigné  U  de 
res[)ace,  constituent  avec  les  premiers  les  six  arêtes 
d'un  tétraèdre  particulier. 

Gomme  on  peut  substituer  au  plan  II  un  plan  P  quel- 
conque déterminé,  on  peut  exprimer  les  six  équations 
universelles  du  mouvement  de  la  manière  suivante  : 

On  obtient  six  équations  du  mouvement  indépen- 
dantes en  écrivant  le  théorème  des  moments  des  quan- 
tités de  mouvement  par  rapport  à  chacune  des  six 
arêtes  d'un  tétraèdre. 

Sous  cette  forme  les  six  équations  du  mouvement 
donnent,  dans  le  cas  de  valeurs  constantes  des  vitesses, 
les  conditions  nécessaires  d'équilibre  d'un  système 
malériel,  exprimées  dans  le  n*^  100  de  votre  Ouvrage. 
Elles  peuvent  d'ailleurs  se  déduire  de  ces  équations 
d'équilibre  par  le  principe  de  d'Alembert. 


[L'18] 

SIR  LES  FAISCEAUX  DE  CONIOIES; 

Par  m.  K.  GOORMAGIITIGH. 


1.   Soient  A,  B,  G,  D  les  points  de  base  d'un  faisceau 
'ponctuel  de  coniques,  et  déterminons  le  lieu  des  centres 
de  courbure  de  ces  coniques  correspondant  au  point 
de  base  A. 


(  '42  ) 

Une  droite  quelconque  menée  par  A  coupe  en  />eicj 
les  droites  BD  et  CD,  les  perpendiculaires  élevées  en  A 
sur  AB  et  AG  rencontrent  en  q'  et  p'  les  perpendicu- 
laires élevées  sur  pq  en  q  et  p;  si  P  est  le  point  d'in- 
tersection àe  p' q'  avec  la  perpendiculaire  élevée  en  A 
sur  pq^  le  milieu  w  de  AP  est  le  centre  de  courbure 
en  A  de  la  conique  du  faisceau  qui  touche  pq 
en  A  (•;. 

Prenons  comme  axes  de  coordonnées  les  droites  A^' 
et  AB,  et  soient 

7   =  mx,  X  -h  \)  =  ^,  -^  -f-  [J'Y  =  c, 

y  —  va',  y  =  Zx 

les  équations  de  pq^  BD,  CD  et  des  perpendiculaires 
élevées  en  A  sur  AC,  el  AD.  Ou  en  déduit  comme  coor- 
données de  p  et  (f 

\\  -\-hm      \  -{-  K  m  /  '  —  ;J-  ''*      1  "*"  î^  '"  / 

celles  (le  //  et  q'  siuit 

(  I  H-  À  /??  )  (  I  -t-  7  m  )  {  i  -h},  m  )  (  \  —  Y  m  ) 


et 


f  (  m^  -t-  I  ) 
»  o . 

I  -+-  a  m 


L'(''quation  de  /)'  q'  s'écrit,  par  conséquent, 

\h(i  -h  ;jt  //J  )  —  c ( I  -r  Y  m )  (  1  -f-  À  /«  ) J ^ 

—  b'{(i  ■+-  ixm)x  -h  bc'i  (  /w *  -h  i )  =  o . 


(')  Voir  P.  SKRnET,  Géométrie  de  direction:  Fol'ret,   Comptes 
rendus  Acad.  Se,  1890;  Mannheim,  Principes  et  développement  ' 
de  Géométrie  cinématique,  p.  378  ;  Cesaro,  NatUrliche  Géométrie, 
p.  i3o;  voir  ans*^i    une    Note  de    M.   Bouvaist,  S'ouvelles  Annales. 
1916,  p.  343. 


(   ■  «3  ) 
Ou  II  donc  coinine  équation  du  lieu 

'^y(y  —  ^{•^)  U^(f  —  i^^)  —  f^(y—  '^^^)]  -t-  bc'((x-^-{-x-)  =  o, 

ou,  plus  simplement, 

oc  ^'' 

'^■y( y  —  Y -^ )  {y  —  Sa^ )  -i-  -, — --  ( x^  -+-  y- )  =  o. 

Le  lieu  des  cent/es  de  coût  bure  des  coniques  d' un 
faisceau^  correspondant  à  l'un  des  points  de  base^ 
est  une  cubique  aya/it  ce  point  pour  point  isolé  et 
dont  les  asymptotes  sont  perpendiculaires  aux 
droites  qui  joignent  ce  point  de  base  aux  trois 
autres. 

L'équation  de  la  cubique  montre  que  le  produit  des 
distances    cj   aux   droites   )- =:=  o,  r  =  v^r,  >' =  Sx    est 

— —  2 

proportionnel  à  Acj. 

Le  carré  du  rayon  de  courbure  d\ine  conique  du 
faisceau  en  l'uji  des  points  de  base  est  proportionnel 
au  produit  de  ses  projections  sur  les  droites  qui 
joignent  ce  point  de  base  aux  trois  autres. 

Supposons  maintenant  que  le  point  A  soit  un  centre 
isogone  du  triangle  formé  par  les  points  B,  G,  l);  on  a 

alors  yr:=:y/3,  ô  =  — y/3,  et  l'équation  de   la  cubique 
s'écrit 

^r  (r- —  3^72  ) -h  — -£— (.r2 -H  js  )  y/3  =  o  ; 

c'est    l'équation    d'une    trisectrice    de    G.    de    Long- 
champs. 

Si  l'un  des  points  de  base  d'un  faisceau  de 
coniques  est  un  centre  isogone  du  triangle  formé 
par  les  trois  autres,  le  lieu  de  leurs  centres  de  cour- 
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bure  correspondant  à  ce  point  de  base  est  une  trisec- 
trice  de  G.  de  Longchamps. 

Transformons  la  figure  par  une  inversion  de  centre  A; 
les  coniques  du  faisceau  ont  pour  transformées  les 
cubiques  circulaires  unicursales  passant  par  les  in- 
verses de  B,  G,  D  et  ayant  leur  point  double  en  A;  le 
cercle  osculateur  de  l'une  quelconque  des  coniques 
considérées  a  pour  transformé  l'asymptote  de  la  cubique 
circulaire  correspondante.  Le  lieu  des  projections  de  A 
sur  les  asymptotes  des  cubiques  considérées  est  homo- 
thétique  de  l'inverse  de  la  trisectrice;  ce  lieu  est  donc 
un  trifolium  régulier. 

U enveloppe  des  asymptotes  des  cubiques  circu- 
laires unicursales  circonscrites  à  un  triangle  ayant 
leur  point  double  en  l'un  des  centres  isogones  est 
une  liypocycloïde  à  trois  rebroussements. 

2.  C)nsidérons  encore  un  faisceau  tangentiel  de 
coni(pies  ayant  pour  tangentes  communes  les  droites 
^t,  />,  c,  d  et  déterminons  le  lieu  du  centre  de  courbure 
de  ces  coniques  correspondant  aux  points  où  elles 
touchent  la  tangente  commune  a. 

Soient  B  et  G  les  points  d'intersection  de  a  avec  b 
et  c,  [j  et  V  ceux  de  d  avec  b  et  c;  si  M  est  un  point 
quelc.)n(jue  de  a  et  si  ,3'  et  y'  désignent  les  points  où 
les  perpendiculaires  élevées  en  M  sur  Mj3  et  Mv  ren- 
contrent celles  élevées  sur  BG  en  G  et  B,  la  droite  ,3'v' 
passe  par  le.jnilieu  du  rayon  de  courbure  en  M  de  la 
conique  du  faisceau  qui  touche  a  en  ce  point  ('). 

l^renons  comme  axes  de  coordonnées  les  droites  Bv' 

I 

(')  Voir  la  Note  de  M.  tiouvAisT,  Sur  la  détermination  du 
centre  de  courhurc  en  un  point  d'une  coni</ue  (  \ouvelles  Annales, 
191O,  p.  34(>). 
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el  BG;  soient  m  et  c  les  ordonnées  de  M  et  G, 
([^,  X)  les  coordonnées  de  [S,  (y,  [a)  celles  de  y.  On  en 
déduit,  pour  celles  de  p', 


lim  —  cJCK  —  m),  c 

et,  pour  celles  de  y', 

-  //i  (  [j.  —  rn)^  o . 

L'équation  du  lieu  s'écrit  alors 

2r(r  -  c)  [t(^  —y)  —  ?(i^  — r)]  —  ci^Y^r  =  o, 

ou,  en  désignant  par  d  l'ordonnée  du  point  d'intersec- 
tion des  droites  d  et  a, 

c  8y 

Le  lieu  cherché  est  donc  une  parabole  cubique  de 
Wallis  passant  par  les  points  d'intersection  de  la  tan- 
gente commune  a  avec  les  trois  autres. 

Le  lieu  des.  centres  de  courbure  des  coniques  d^ un 
faisceau  tangentiel  aux  points  où  elles  touchent 
l'une  des  tangentes  communes  est  une  parabole 
cubique. 


SOLl]TIO\S  DE  (JltSTIOi\S  PROPOSÉES. 


1894. 

{  1900,  p.  57i.) 


On  donne  les  trois  surfaces  du  second  degré 
Qi=JK^  +  rt(z  —  j)H-  3a2=  o, 

■         -      Q3=  iTj- -+- a(jK— ^)  +  3<:ï'=  o; 


(  '4'5  ) 

i"  Démontrer  que  ces  surfaces  passent  par  une  même 
cubique  gauche  ; 

2°  Trouver  le  lieu  des  centres  des  quadriques  passant 
par  cette  cubique  ; 

3°   Trouver  les  droites  situées  sur  ce  lieu. 

C\\.   BlOCUE. 

Solution 
Par  M.  J.  Lemairf . 

1°  Les  surfaces  cylindriques  Qj  et  Qa  contiennent  toutes 
deux  la  droite  de  l'infini  du  plan  xOy;  le  reste  de  leur  inter- 
section est  une  cubique  gauche  qui  iippartient  bien  à  Q3.  à 
cause  de  l'identité 

(x  —  a)Qi  —  (j'-h  «jQ-iH-  ->-«Q3=^  o. 

•2"  Léquation  générale  des  quadriques  passant  par  cette 
cubique  gauche  étant 

X,Qi-hÀ2Q2-hÀ3Q3=o, 

on  obtient  pour  le  lieu  de  leurs  centres  la  surface 

(X  —  a)  {y  —  a)iz  —  a)  ~\-  (x  -\-  a){y  -^  a){z  -ir-  a)  =■  o. 

3°  Cette  surface  contient,  outre  les  droites  de  l'infini  des 
plans  de  coordonnées,  les  droites  suivantes  : 

X  —  rt  =  o,  \^  y  —  a  =  o,  15  —  rt  =  o. 

y  -\-  a  —  o,  \  z  -\-  a  =  o,  |  .?'-+-«  =  o  ; 

X  —  <7  =  o.  I  ^'  -f-  «  =  o,  \    z  —  <7  =  o, 

z  -\-  a  =^  o,  /.r-f-a=o,  \  y  -\-  a  =  o\ 

.r  =  o,  ^  ^  =  o.  (  ^  =  o. 

y  -jf  z  =^  o,  )   c  -h  ar  =  0,  \  x  -i- y  =  o. 

1914. 

;  1901,  p.  193.) 

Si  une  ellipse  de  grandeur  donnée  roule  sur  deux  droites 
rectangulaires  : 

1"  Le  lieu  des  foyers  de  cette  ellipse  se  compose  de  quatre 
ovales  dont  chacun  d'eux  a  une  aire  équivalente  à  celle 
d'un  cercle  ayant  pour  diamètre  la  distance  focale; 


(   '47  ) 

2"  Le  Heu  des  sommets  du  grand  axe  se  compose  égale- 
ment de  quatre  ovales  ayant  chacun  pour  aire  celle  du 
cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comme  diamètre  ; 

3"  Le  lieu  des  sommets  du  petit  axe  est  aussi  formé  par 
quatre  ovales  ayant  chacun  une  aire  équivalente  à  celle 
du  cercle  décrit  sur  le  petit  axe  comme  diamètre. 

e.-n.  bvkisien. 
Solution 
r*ar  l'Auteur. 

Considérons  une  ellipse  d'axes  la  et  26,  de  centre  O,  dont 
le  grand  axe  est  dirigé  suivant  Ox  et  le  petit  axe  suivant  Oy. 
Soient  :  OX,  OY  les  deux  droites  rectangulaires  données, 
que  nous  prenons  comme  axes  de  coordonnées;  6  l'angle  que 
Ox  fait  avec  OX;  a  et  (3  les  coordonnées  d'un  point  M  du 
plan  de  l'ellipse  par  rappoit  à  ses  axes  O^,  Oy. 

Dans  le  système  d'axes  0:r,  Oy^  la  tangente  à  l'ellipse,  qui 
fait  un  angle  6  avec  Oir,  a  pour  équation 

(i)  X  sin6  -\- y  cos6  =  y/a^  sin^O  h-  b^  cos^Ô. 

La  tangente  qui  lui  est  perpendiculaire  fait  un  angle  de  90" -f-  6 
avec  Ox  et  a  pour  équation 


(2)  X  cos6  — y  sin6  =  \/a^  cos^O  -+-  6^  sin^O. 

Or,  les  coordonnées  (X,  Y)  du  point  M  par  rapport  à  OX, 
OY,  sont  respectivement  les  distances  de  M  aux  droites  (2) 
et  (1).  Ces  coordonnées  sont  donc 


(3)  X  =  — acos6  H-  ^sinO  -h  y/aîcos^Ô  h-  62  sinse, 

(4)  Y-       asin6  H- ^cose  H- v/âFïïn2TT~627ôs20. 

Telles  sont  les  coordonnées  paramétriques  d'un  point  M  de  la 
courbe  roulette  de  M  entraîné  dans  le  roulement  de  l'ellipse. 
Cette  courbe  se  compose  de  quatre  ovales  identiques,  dans 
chaque  angle  droit  de  OX  et  OY. 

Etudions  maintenant  l'aire  U  de  l'un  de  ces  ovales.  On  a 

-rr-  =  Y  — r-  =      (a  sin6  -h  (i  cos6  — i/a^  sin^O  -h  62  cos^O) 

/      .    ft       ,.        ^  c2  sinô  cos6 

X     a  SI n  6  -h  [i  cos6 — 

/a^cos^e  -+-  6^  sin2  0 


(  '18  ) 


OU 

^0 


=  a^sin^e  +  ^^cos^e  -h -2x3  sin  6  cos6 


a  si  II  e /«2  si  n2  6  +  62  cos2  0  —  [3  cos  6 /«^"sïn2T+7^2^ôs2ë 
c2asin2  6cos0  c^ûsinôcos^e 


v/a2  cos2fJ  -+-  62  sin-^0        \/a^  cos'^O  -h  b'^  sin^-^O 
6*2  sin  0  cosO  /rt2  sin2  0  +  62  cos^ô 
v/(<2cos2  0  -h  62  sin2  0 

Pour  avoir  l'aire  de  l'ovale,  il  faut  intéiirer  de  o  à  itz;  on  a 
donc 


U 


y^l       sin2eo^6-hp2   /       cos^Q dB -\-ioifi  sinOcosÔ 

•-^0  «^  0  •  0 

/2TC       
v/rt2  si  II  2  0  +  62  cos2e  sinO  f/Ô 

^        v/rt2  si  n2  0  ^-  62  cos2  0  cos 6  r/0 
0 

—  c2a  f 


rfO 


sin2  0  cosO  ^/O 


Jo        v/a2  COS2  0-+- 62  sin2(J 


/»27: 
'^0       \/a2  co 


sinO  cos2  0  ^0 


s2  0  +  62  siir^O 


,27î 


r  /a2  sin2  6  -t- 62  cos2(J    .    ^         ^    ,. 

/        {/ —» TT T-r^ — -sinOcose  </e. 

J        y    a2cos2  0-+- 62sm'f) 


Or,  il  est  facile  de  voir  (jue  toutes  ces  intégrales,  sauf  les  deux 
premières,  sont  nulles.  Par  exemple,  considérons  la  quatrième 


I  =   /        y/"*  sin'^ 
On  peut  l'écrire 


2  6  H-62cos2esin8rfO. 


X.27I 


2  -  c2cos2  0</(cosO). 


Pour  0  =  o  et  0  =2it,  ou  aura   cos  0  —  1.   Par  conséquent 
r  =  o. 
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L'aire  U  esl  donc 

(5)  U  =7r(a2-h  p2). 

Elle  est  équivalente  à  Valve  du  cercle  ayant  pour  rayon 
la  distance  de  M  au  centre  O  de  l'ellipse. 

Les  cas  donnés  par  l'énoncé  sont  : 

i"  a  =  ±:  c,  ^  =  o.  Alors  U  =  tzc-  (aire  du  cercle  focal  ). 

•2"  a  =dz  a,  [3  =  o.  Alors  U  =  Tza'  (aire  du  cercle  principal). 

3"  a  =  o,  p==h:Z>.  Alors  U  =  ttô^  (aire  du  cercle  secon- 
daire). 

Ce  sont  bien  les  résultats  demandés. 

Pour  les  sommets  du  rectangle  des  axes,  a  =  ih  a,  ^  =  dz  6, 
U  =  Tr(a2+62). 

L'ovale  a  alors  même  aire  que  le  cercle  de  Monge  de  l'el- 
lipse. 

Sur  r équation  cartésienne  du  lieu  dont  les  coordonnées 
paramétriques  sont  (3)  e<  (4). —  M.  H.  Brocard,  a^ant  reçu 
communication  de  mon  projet  de  réponse,  s'est  empressé  de 
me  faire  connaîlre  les  études  antérieures  publiées  à  l'occasion 
d'un  problème  plus  ancien,  proposé  sous  le  nom  A'ellipse- 
glissette^  traité  ou  résolu  plus  ou  moins  complètement  par 
T.  Muir,  1889-1890,  1891-1892;  J.-M.  Laren,  1891-1892,  1897- 
1899;  P.-G.  Tait,  1891-1892;  P.-IL  Schoute,  1894-1896;  E.-J. 
Nanson,  1897-1899. 

(Voir  Encyclopédie  fr.-all.  des  Se.  math.,  t.  I,  vol.  II, 
Algèbre^  ^9^7»  P-  107  •  Élimination.) 

En  rendant  rationnelles  les  équations  paramétriques  (3) 
et  (4  ),   on  a 

(6)  (a2  -  p2— c2)sin2e  + 2apsin6  cos9 

—  1  oLx  cos6  -h  i^x  sin  6  —  (372  -h  a^ —  a^  )  i^  o  ; 

(7)  (a2— ^2_  c2)sin26H- 2a[:i  sinG  cos6 

—  i^y  cos6  —  2aj/sin0  -I-  (j^--H  ^^ —  b"^)  =  o. 

L'élimination  de  6  est  grandement  facilitée  par  ce  fait  que  les 
coefficients  de  sin2  0  et  sin  6  cos  9  sont  les  mêmes  dans  ces  deux 
équations. 

En  les  retranchant  l'une  de  l'autre,  on  a 

(8)  i{cLx — p^)cos6  —  i{^x  -\-  a.y)s,\n% 

-+- :p2  _^  ^2  _^_  a2  H- [^2  _  a2  —  62  =  o. 


(    130  ) 

On  combinera  cette  équation  avec  l'une  ou  l'autre  des  deux 
autres  (6)  ou  (7).  On  aura  ainsi  une  équation  du  second 
degré  en  sinO.  L'équation  (8)  est  aussi  du  second  degré 
en  sinB.  Le  résultant  de  ces  deux  équations  en  sin6  donnera 
une  équation  qui  est,  en  général,  du  dixième  degré. 

Dans  le  cas  des  foyers,  a  =zb  c,  [3  =  o;  le  lieu,  qui  a  alors 
les  deux  facteurs  étrangers  x"^ — 6*  et  ^' — b^^  se  réduit  au 
sixième  degré,  et  a  pour  équation 

On  obtient,  d'ailleurs,  cette  équation  directement,  en  raison 
des  propriétés  des  foyers.  Soient  {x,  y),  (^'.y')  leurs  coor- 
données. On  a 

xx'=b'i,  yy=b^,  (x  —  x')^^(j~y)^=U^- 

Il  en  résulte  ar'=  —  >  y'  =  — j  et  l'équation  du  lieu  est  immé- 
X     ^         y  ^ 

diatement 

62\2  /  62 


^-■7)  -^{y 


1)=^ 


C'est  bien  l'équation  (9). 

Lorsque  le  point  M  est  un  des  sommets  de  l'ellipse,  ou  bien 
est  situé  sur  l'un  des  axes  de  l'ellipse,  le  lieu  est  du  huitième 
degré. 

C'est  ainsi  que,  pour  les  sommets  du  grand  axe  (a  =iîz  a. 
^  =  o),  on  parvient  à  l'équation 

j[('2a2  — 62)(^2  +72)  4-  6^]2  —  4^2  ci{x'*^y^)  —  4a2  b\x^  -+-7')|' 
=  64rt*a72j'2(c2.r2-+-6M(c2^2-h6M. 

1915  (P.  Appell)- 

(  1901.  p.  33i;  1917,    p.    J66.) 

Note  de  la  Rédaction. 

Celte  question,  extraite  des  Archi^.  Math.  Phys.,  a  reçu 
sa  solution  dans  un  article  5a/'  les  polynômes  U,,,,,,  etc..  de 
M.  C.  WiLLiGENS  (  191 1,  p  97-1  ifi)-  La  question  1915,  malheu- 
reusement, ne  se  trouvait  pas  rappelée  dans  cet  article.  Il  nou> 
semble  inutile  d'en  reproduire  ici  l'énoncé. 


(  I51  ) 

C'est  à  l'obligeance  de  M.  Appell  que  nous  devons  cette 
indication,  et  nous  lui  en  exprimons  nos  remerciements  les 
plus  sincères. 

1&57. 

(  1903,   p.    *•;.) 

Une  parabole  est  bitangente  à  une  conique  donnée  S 
en  un  point  fixe  et  en  un  autre  point.  Le  lieu  du  foyer  est 
une  podaire  de  parabole. 

Cas  particulier  :  i"  La  conique  donnée  S  est  une  hyper- 
bole équilatère ;  y"  La  conique  S  se  décompose  en  un 
couple  de  points.  R.  Gilbert. 

Solution 

Par  UN  Abonné. 

Prenons  comme  origine  des  coordonnées  le  point  de  contact 
fixe  et  comme  axe  des  x  et  des  y  la  tangente  et  la  normale 
à  S  en  ce  point. 

Les  équations  ponctuelle  et  tangentielie  de  S  sont 

(  ^x  —  y.yy—  YJ"'  ~  2  ^j^  =  o, 

a,  p,  Y  désignant  des  constantes. 
Celles  de  la  parabole  sont 

(bx  —  ayY —  7.by  =  o, 
a^-i-  lau  -4-  2èp  =  o; 

a  et  b  étant  deux  paramètres  variables. 

Kn  retranchant  les  deux  équations  tangentielles  on  obtient 

2( a  —  oi)u  -\-  i{b  —  ^)p  —  Y  =  o. 

C'est  l'équation  du  point  de  concours  des  deux  tangentes  com- 
munes, à  S  et  à  la  parabole,  autres  que  Ox.  Pour  exprimer 
que. ces  deux  courbes  sont  tangentes,  il  suffit  d'écrire  que  ce 
point  est  sur  l'une  des  deux  coniques,  sur  la  parabole  par 
exemple,  ce  qui  donne 

(èa  — a^)î—  èY(è  —  ?)  =  o. 


(   '52  ) 
D'autre  part,  si  l'on  exprime  que  la  droite 

y—Jo—  i{oo  —  X(,)  =  o 

est  tangente  à  la  parabole;  c'est-à-dire  que   le  point  ar©,  y^ 
est  un  foyer  de  cette  courbe,  on  trouve 


2(6^0 —  axa)—  j 


d'où 


a  =  — 


Xq 


b  = 


bxQ-\-  ayo=  o; 


Portant  ces  valeurs  dans  la  relation  ci-dessus,  on  obtient  pour 
équation  du  lieu  du  foyer  de  la  parabole 

(ajo-^-  P-^o)'—Tro[ro— 2(3(3:2 -h  j2)]  =  o. 

C'est  une  cubique  circulaire  unicursale;  c'est-à-dire  une 
podaire  de  parabole. 

Si  la  conique  S  est  une  hyperbole  équilatère,  on  a  la  rela- 
tion 

Les  tangentes  à  la  cubique  au  point  double  ont  pour  équation, 
dans  cette  hypothèse, 

p2^2_2apa7'—  ^2^2^  o. 

Elles  sont  rectangulaires  et  par  suite  la  cubique  est  une  stro- 
phoïde.Si  la  conique  S  se  décompose  en  deux  points,  et  si  ^i,  J'i 
désignent  les  coordonnées  du  point,  autres  que  l'origine,  par 
lequel  passent  toutes  les  paraboles,  on  trouve  pour  équation  du 
lieu  des  foyers 

Cette  courbe  est  une  cissoïde. 
Autre  solution  par  M.  L.  roi.i. 

2015. 

t  1905,    p.    iç)i  ;    1916,   p.   36t.  i 

Un  trièdre  trirectans:lc  a  son  sommet  sur  ic  côté  E  d'un 
angle  donné.  Du  point  où  l'autie  côté  D  de  cet  angle  ren- 


\ 


(  '53  ) 

contre  Vune  des  faces  de  ce  trièdre,  on  élève  un  plan  per- 
pendiculaire à  ce  côté.  Ce  plan  coupe  E  en  un  point  d'où 
l'on  abaisse  la  perpendiculaire  A  à  la  face  considérée. 
On  détermine  de  même  B  ef  G  pour  les  autres  faces  du 
trièdre.  Démontrer  que  les  deux  droites  qui  rencontrent 
A,  B,  G,  D  sont  perpendiculaires  à  D  et  perpendiculaires 
Vune  à  l'autre.  Manniiiîim. 

Solution 
Par  M.  R.  Bouvaist. 

l/énoncé  est  manifestement  inexact,  car   la  droite  E    ren- 
contre A,  B,  G,  D  et  ne  satisfait  pas  aux  conditions  données. 
Soit 

F  —  ^  —  L.  —  â- 

soit 

pj •^'  —  ^0 y  — yo ^  —  -So 

-   ,   -   p   -—^' 

les  axes  étant  les  arêtes  du  trièdre  tiirectangle  donné,  on  voit 
de  suite  que  les  droites  A,  B,  G  ont  pour  équations 


(A) 


> 

0 


y  =y^'-  ^^  =yi 


(B) 


(C) 


y  0^0 
y  =  yo-  tV-=jk2, 


_         .y 0^0  _ 

or  —  Xq    -  -^r-— —  —  x^. 


Z    —  ^0  —      o  t\        ^=   ^3- 


si  Po=  a^o-^  i3jo-+- Y^o- 

Si  a',  3',  y'»  ^\  f^',  n    sont  les  coordonnées  d'une  droite  A 
s'appuyant  sur  A,  B,  G,  on  aura 

n'—%'yi~'^'xi,  /'=  S'iTa— y'72'  m' =  y'^-.,  —  a'ijg  ; 
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(  '«4  ) 

la  relation  a'  /?  -f-  |î'  m  -f-  ^''  n  =  o  devient 


?' 


=  o, 


a,  ^.  Y,  ^1  ''î)  f^  étant  les  coordonnées  de  D. 

I.a  relation  olI' -h '^  m' -\- ^^'n -\- %' l -h  ^' m -^  Y ^  =  ^r  <!"' 
exprime  que  la  droite  A  rencontre  D,  devient 

a'(^-^  Y^i  -  IÎ-3) 
ou 

«  (^-^Yro— [:i2oj 

H-  '^'{m  -+-  ac;,— Y^o)-4- y'C'î-t-  .3x0— ajo)  =  o; 
or 

/  ^  |î  So  —  Y7o-  /"  ^  Y  ^0  —  '^-  -5o,  /«  =  *  Vo  —  pa^o  ;  ^ 

cette  relation  est  vérifiée  identiquement;  D  est  donc  sur 
l'hyperboloïde  (  ABC).  Comme  du  reste  le  cône  asvmptoiique 
de  ABC  est  capable  d'une  infinité  de  Irièdres  trirectangles.  le 
plan  perpendiculaire  à  D  mené  par  le  centre  de  (ABC)  cou- 
pera ce  cône  suivant  deux  génératrices  rectangulaires,  aux- 
quelles correspondront  sur  (ABC  i  un  couple  de  génératrices 
du  système  opposé  à  D,  perpendiculaires  entre  elles  et  per- 
pendiculaires à  D. 

2196. 

(191Î,  p.  3'4. 

Une  sécante  quelconque  d'une  ellipse  donnée  rencontre 
l'ellipse  de  Frégier  en  deux  points  de  Frégier  ijl  et  a'  et 
l'ellipse  donnée  en  B  et  C.  Le  cercle  de  diamètre  BC  ren- 
contre l'ellipse  donnée  en  deux  points  A  et  A'  qui  corres- 
pondent aux  points  [x  et  [x.  W.  GAKr>ECKE. 

Deuxième  solliion  ('  1 
Pdr  M.  H.  Bmocard 

L'ellipse  donnée  et  1  ellip>e  de  Frégier  étant  homolheiique? 
(  '  )    Voir  1913,  p.   h-o. 


(  »55  ) 

avec 

pour  rapport  d'homothélie,  on  en  déduit  que  les  direclions  \i\x.' 
et  AA'  sont  symétriques  par  rapport  à  Oor.  Si  donc  un  cercle 
passe  par  A,  A' et  rencontre  l'ellipse  en  deux  autres  points  Bi, 
Cl,  la  corde  BiCi  sera  parallèle  à  [jlu'. 

Parmi  ces  cercles,  il  y  en  aura  donc  un  passant  par  B,  C, 
intersections  de  jjl'jl'  avec  l'ellipse.  Mais  BG  passant  par  ijl,  ou 
par  \k  est  nécessairement  vue  de  A  ou  de  A'  sous  un  angle 
droit,  BC  est  donc  un  diamètre  du  cercle  BGAA'  et  l'on  en 
conclut  les  proposilions  indiquées  dans  l'énoncé. 

2199. 

il915,    p.   3«i.» 

On  considère  un  point  M  du  plan  d'une  parabole  (P), 
tel  que  l'une  des  trois  normales  abaissées  de  M  sur  (P)  soit 
bissectrice  extérieure  de  l'angle  des  deux  autres.  Montrer 
que  le  lieu  des  sommets  du  triangle  formé  par  les  tan- 
gentes aux  pieds  des  normales  se  compose  d'une  parabole 
et  d'une  quadrique.  E.-N,  Barisien. 

Solution 
Par  M.  H.  Brocard. 

Les  formules  que  j'ai  conseillées  (  1892.  p.  4*),  pour  la  solu- 
tion de  la  question  15i5,  trouvent  ici  une  application  tout 
indiquée. 

En  effet,  les  trois  normales  MA,  MB,  MG  étant  issues  d'un 
même  point  M,  on  sait  que  le  triangle  BGA  a  son  barycentrc 
sur  l'axe  Ox  de  la  parabole 

J'2  =  ipx.  * 

Les  ordonnées  de  ces  trois  points  pourront  donc  être  repré- 
sentées par 

—  b,     —  c,     -\-  {b  -¥-  c). 

Gomme  la  sous-normale  est  constante  et  égale  à  />,  on  voit 
que  les  coefficients  d'inclinaison  des  trois  normales  MB,  MC, 


(  -56  ) 


MA  ont  pour  valeurs 


h_        c 
P'      P 


(/oc.  cif.^  |).    )*  ). 


Les  cuellicietUs  «rinclinaison  A  cl  —  -  des   bissectrices  tle 
langle  BMC  seront  donc  les  racines  de  l'équation 


-  A 


X-^ 


bl 


I  -!- 


l  -h 


CA 


OU 


À2_  2  A 


bc 


p{b-hC) 


I  =  o. 


Cette  équation  devant  être  vérifiée  par  le  coefficient  d'incli- 
naison de  AM  ou  —  ~ — »  on  en  déduira  la  relation 
b  -]-  c 


(E) 


3/>2=  (b  -+-  c)2-4-  26c. 


Mais  on  a  vu  (/oc.  cit.,  pO*)  que  les  sommets  A',  B',  C  du 
triangle  des  tangentes  en  A,  B,  C  ont  pour  coordonnées 


(A') 
(B') 
(C) 


bc  b  -\-  c 

c(b-i-c)  b 

'?.p  V.' 

b{b  -\-  c  )  c 

'ijj  1 


L'équation  du  lieu  de  chacun  de  ces  points  sera  donc  le 
résultat  de  l'élimination  de  b  et  c  entre  l'équation  (K)  et  les 
équations  (A'),  (  B' 1.  (C).  ce  qui  donnera,  pour  A',  la  para- 
bole 

/,  > -'  r=  i/jî   -  4/îx; 

et  pour  les  points  B    ou  C  .  l'équation  d'une  quartique. 


(•5-) 
2245. 

(1915,    p.    144.) 

On  considère  :  une  ellipse  ;  l'ellipse  Kj  concentrique  à  E, 
de  mêmes  directions  d'axes  et  dont  les  longueurs  d'axes 
sont  le  tiers  de  celles  de  K;  un  point  fixe  G.  Les  côtés  de 
tous  les  triangles  inscrits  dans  E  et  ayant  G  pour  centre 
de  gravité  enveloppent  une  conique  V  qui  sera  une  ellipse^ 
une  hyperbole  ou  une  parabole  suivant  que  le  point  G 
sera  à  l^intérieur  de  E|,  à  l'extérieur  de  Ej,  ou  situé  sur  Ej. 
Dans  quel  cas  V  sera-t-elle  une  hyperbole  équilatère? 

Ë-N.  Barisikn. 

Solution 
Par  M.  T.  Ono. 

x^-         r2 
Soient  E  ^  —  -h  ^  —  i,  G{xi.  y^  ).  On  sait  que  l'enveloppe 

des  côtés  des  triangles  considérés  est  une  conique  représentée 
par 

{a''-—(^x\)bKr-^—  iSa^b^x^yixy  -+-  {b"-—  ^y\)a'*y'^ 
—  3(a^b'-~^b^xi—  ga'^y\)(b^XiT  -+-  a'^yiy) 

4 

(voir   l'Intermédiaire   des   Mathématiciens,    1910,    p.    220; 
rQii,  p.  '227).  Par  conséquent,  suivant  que 

Sia'*b'^xlp\<,         >,  =a'^b^{a^-g.il){b^-gy\), 

c'est-à-dire 

l'enveloppe  est  une  ellipse,   une   hyperbole  ou   une  parabole. 
Quand  elle  est  une  hyperbole  équilatère,  on  a 

(a2— 9372)6^-1- (62  — 9jK?)«*-^  o, 
ce  qui  montre  que  le  point  G  doit  être  sur  l'ellipse 
b^x^        a^y^  _  a2-4-  62 

Autre  solution  par  M.  M. -F.  EiiAN. 


(   -58  ) 
2252. 

.  1913;   p.    302. 

On  considère  un  volume  dans  lequel  l'aire  de  la  section 
par  un  plan  parallèle  à  un  plan  fixe  P  est  une  fonction 
du  second  degré  de  la  cote  du  plan  sécant.  Ce  volume  est 
limité  par  deux  bases  parallèles  au  plan  P,  dont  les  aires 
sont  B  et  B':  l'aire  de  la  section  parallèle  aux  hases  et 
équidistante  des  bases  est  B"  ;  les  cotes  des  plans  des  bases 
et  du  plan  de  la  section  B"  soîit  <7,  6,  c.  La  cote  du  centre 
de  gravité  du  volume  a  alors  pour  expression 

Ba-^B'6H-4Bc 
B  -h  B'^  îB" 

Le  volume  peut  être  en  particulier  un  prismatoïde. 

C.    FoNTEXÉ. 
SoLLTlON 

Par  UN  Aboxnk. 

Prenons  un  système  d'axes  reclangulaiies  quelconque,  l'axe 

a  -{-  b 
des  z  étant  perpendiculaire  au  plan  lixe.  Puisque  c  =  » 

la  formule  à  démontrer  peut  s'écrire 

a\i  -4-  bn'-^i(a-^b)B'' 
B-^-B'-^4B" 

Soit 

S  =  :tz^-+-  P^-hY 

l'expression  de  la  surface  d'une  section  |>arallèle  au  plan  fixe. 
On  a 

B   =  a  c/  '•^  -+-  3  a  -H  •|' , 

B'  =  a62-4-  ^6-1- Y, 

ia-^br    ^,^ia-^b)   ^^^^ 
4  •         i  * 


(   1^9  ) 

Si  V  est  le  volume  du  solide,  on  a  aussi 


-  r 


'-'  fl 

=  -{b  —  a)  ib'^  -\-  ab  -^  a'^)  ^-  ^  (b  —  a)  (b  ^  a)  -\-  -l{b  ~  a) 
3  1 

=  ^^(B-hB'-i-4B"). 
n 

Soit  Zq  la  cote  du  centre  de  gravité,  on  a 

V5o=    /     {cLz"--^  '^z  -\-^()z  dz 

a  6*        ^b^        7^2        la'*        '^a^        yor^ 
4324^'^ 

=,(6-a)Sy(6  +  a)(62-+-a2)-+-|(62-f-rt6-ha2jH_I('èH-a)    ; 
(4  i  1  ) 

et  par  suite 

3 

2o  =  -  a  («3^  b^-ha^b-h  ab'-)  +  2  ^  («2+  aè  +  62 j  +  3  y  («  -+-  6) 

B  -H  B'-4-4B'' 

Après  quelques  transformations  sans  difficultés,  on   trouve 
bien  la  formule  demandée. 


(JllESTIOi\S. 


2357  (Énoncé  rectifié;.  —  Un  tétraèdre  inscrit  à  un 
ellipsoïde  est  tel  que  les  plans  tangents  à  cette  surface,  aux 
sommets  du  tétraèdre,  soient  parallèles  aux  faces  opposées  de 
celui-ci.  On  joint  les  sommets  du  tétraèdre  à  l'un  quelconque 
des  foyers  de  l'ellipsoïde,  chacune  des  droites  obtenues  étant 
limitée  au  sommet  dont  elle  est  issue  et  à  la  face  opposée. 
Démontrer  que  les  quatre  segments  ainsi  déterminés  ont  même 
longueur.  R.  Bricahd. 


(    '60  ) 

V  23G1.  Soit  w  le  centre  d'un  cercle  (lo)  tangent  aux  trois 
côtés  BG,  GA,  AB  d'un  triangle  ABG  en  a,  p,  •;•  ï^es  droites 
A  a,  B  |j,  G  Y  se  coupent  en  u)',  la  droite  cuco'  rencontre  le 
cercle  (w)  en  P  et  Q.  Démontrer  que  la  conique  ABGPQ  touche 
le  cercle  (a>)  au  point  de  Feuerbach  situé  sur  ce  cercle. 

R.    BOLVAIST. 

236'2.  Soient  ABC  un  triangle,  A  a,  B^,  Cy  trois  droites  ren- 
contrant BG,  GA,  AB  en  a,  3,  y  et  telles  que 

angle  Â^.CB  =  angle  ÏÏ^.BA^  angle  Fp.Â7!  =  V. 

On  mène,  par  a,  les  parallèles  aa,  aa"  à  B^  et  Gy,  qui  ren- 
contrent AG  et  BA  en  a'  et  a";  par  p,  les  parallèles  p,S',  ^3" 
à  G  Y  et  A  a,  qui  rencontrent  BA  en  S',  GB  en  ^';  par  y.  les 
parallèles  YY  '  YY  ^  ^^  ^^  ^P'  T^'  rencontrent  GB  en  y', 
AG  en  -". 

i"  Démontrer  que  les  six  points  a',  a',  ^',  ^",  y,  y"  sont  sur 
un  même  cercle  (T).  Déterminer  le  centre  et  le  rayon  de  (F). 
(Généralisation  du  cercle  de  Taylor.) 

•jt"  \Aeu  du  rentre  de  (F)  lorsque  \  varie.     R.  Bouvaist. 

2363.  Une  droite  A  variable  autour  d'un  point  fixe  P  ren- 
contre le  cercle  circonscrit  0  à  un  triangle  ABG  en  Mi  et  M|. 
La  perpendiculaire  à  A  issue  de  A  rencontre  le  cercle  0  en  K 
et  la  perpendiculaire  abaissée  de  K  sur  BG  coupe  le  cercle  0 
en  a.  L'orthocentre  du  triangle  a  Mj  M2  décrit  une  conique  de 
centre  1*.  V.  Thébailt. 

2364.  Dans  un  triangle  ABC  on  considère  les  points  Oj  et  Oj 
envisagés  par  Droz-Farny  (question  1850,  p.  289,  /V.  A.,  1900, 
et  1917,  p.  !^6o).  Montrer  que  l'orlhopôle  de  la  droite  0|  Oj  est 
sur  la  droite  qui  joint  le  centre  de  gravité  du  triangle  à 
l'orlhopôle  de  la  droite  d'Euler.  V.  Tiiébai  lt. 


2365.  Dans  un  triangle  ABC  la  transversale  réciproque,  par 
rapport  au  triangle,  de  la  droite  des  centres  des  cercles  d'Apol- 
lonius,  est  perpendiculaire  à  la  droite  d'Euler. 

N.  Thebault. 


(   i6i   ) 


[0^2] 


NOTE  DE  (lËOllËTItlE  INFINITESIMALE  ; 

Par  m.  R.  BOUVAIST. 


Problème  I.  —  Soient  sur  deux  courbes  (M)  et  (M/) 
deux  points  M  et  M',  tels  que  la  droite  MM'  touche 
son  enveloppe  (T)  en  T,  les  normales  en  M  et  M' 
à  (M)  et  (M')  .9^  coupent  en  N,  /<?5  tangentes  cojres- 
pondantes  en  K.  Déterminer  la  tangente  en  N  à  /a 
courbe  (JN)  e^  /a  tangente  en  K.  à  la  courbe  (K). 

Soient  (/f^.  i)  T',  M<,  M'j  les  points  d'intersection 

Fig.  I. 


de  la  tangente  en  N  à  (N)  avec  MM',  KM,  KM';  jjl  et  jj.' 

les  centres  de   courbure  en  M  et  M'  à  (M)  et  (M'); 

Ann    de  Maihemat.,  4'  série,  t.  XVIII.  (Mai  1918.)  l3 


(   >62  ) 
W  le  point  de  rencontre  de  jjl'ji  avec  MM';  jji,,  ^\  les 
points  d'intersection  de  la  normale  en  T  à  (T)  avec  M|jl, 
M'ul'.  Posons  enfin 

KM,  N  =  V,         km;  N  =  V,        NMM'  =  0,         NM'  M  =  6'. 

a.  Détermination  de  la  tangente  en  N  à  (N).  — 

Si  <i(N),  c/(M),  <i(M')  sont  les  arcs  infiniment  petits 
correspondants  de  (N),  (M),  (M'),  nous  aurons 

^       '  COS  V      |JLi\  COS  >         [JL   ^ 

or,  T  désignant  l'angle  de  contingence  de  (T)  en  T, 

on  a 

rf(M)  =  M  fjii  d-.,        dÇSV)  =  M'  .a',  rfx, 

d'où 

cosV  "JTn"  ~~  cosV    [jl'N  ' 
or 


WM'  H^M    jji'N 

. 

WM    [jiN    .jl'.M'  ~' 

€t 

AIT                             M'T 

Ma,=  p-j           M>',  =  T-, 

^        cosO                  '           cos6 

d'où 

(') 

MT    COS 6' COS  V        WM 
M'T    COS 0  COS  V   ~  WM" 

on  a 

aussi 

MT     M,  M'  M,K 


d'où 


M'T'    M',  K    M,. M 
MT'        MM,    M,K  MM,    sinV 


or 


'd'où 


M'T'        M,K  M,  M,        M' M,   sinV" 
MM,  tanoV  =  MN,  MM,  tangV'=M'N, 

MT    _  J\IN_  COS  V   _  cosVsine' 
WT'  '^  M'N  côsT  ~  cosV'sinO' 


(   '63  ) 

d'où 

MT^  Mil' 

WT  _  sin2Q'  W>r  _    M' H' 

MT  "■  "sïnTÔ"   W m"  ~    MW   ' 
WT  M'W 

H'  étant  le  point  d'intersection  de  KN  avec  MM'. 

D'où  la  conclusion  suivante  :  Les  points  H  et  W, 
T  et  T'  se  correspondent  dans  une  homographie 
ayant  pour  points  doubles  M  et  M'. 

3-  Détermination  de  la  tangente  en  K  à  (K).  — 
Soient  a  et  [3  les  intersections  de  la  normale  en  Kà  (K) 
avec  M|jt.,  M'ja'.  d^  et  d^'  désignant  les  angles  de  con- 
tingence à  (M)  et  (M')  en  M  et  M';   on  a 


d'où 


or 


d'où 


^(K)  =  Kad^|ji  =  KP(i|ji', 


<i(n)^  =  HiW)M.., 


d{m)  _   MK_  ™_ 
d{W)  ~  M'K  TM'' 

MK    TiM         m^   K[3 


M'K  TM'        M' IX.'  Ka 
ou,  en  désignant  par  cp  et  (q'  les  angles  a  KM,   [^KM', 


MK       TM 


M 


M  fj.    coscp 

7^2   TM'  ""  My  ;^^' 


soit  alors  S  le  point  d'intersection  de  la  tangente  en  K 
à  (K)  avec  MM';  on  a 

MS    _    KS^  M'S    _    KS 


COSCp         COSO  coscp  cosi 


(  -64  ) 


d'où  eafin 

IMS 
M'  S 

cos3  0'   M';jl' 

a 

MK 

M';jl' 

MT 
MT 

COS^O       M  |JL 

M'K 

Mu 

Remarque.  —  Je  n'insisterdi  pas  sur  cette  dernière 
relation,  les  constructions  qui  en  découlent  et  les  nom- 
breuses conséquences  que  l'on  peut  en  tirer,  ce  cas 
ayant  été  étudié  par  Mannlieim,  avec  tous  les  dévelop- 
pements qu'il  comporte. 

Quelques  conséquences  de  la  détermination  de  la 
normale  en  JN  à  (N).  —  i^  Supposons  que  les 
courbes    (M)    et    (M')    soient   des    droites    :    dans   ce 

WM  j 

cas  ,  =  I ,  on  aura  donc  par  une  construction  très 

simple  pour  déterminer  le  point  T  connaissant  le 
point  T'  el  réciproquement  :  La  parallèle  à  KM  menée 
par  T'  rencontre  KM  en  U,  UM'  rencontre  la  parallèle 
à  MM'  menée  par  K  en  V,  la  parallèle  à  KM  menée 
par  \^  rencontre  MM'  au  point  T.  C'est  ainsi  par 
exemple  que  l'on  pourra  déterminer  le  conlirt  d'une 
droite  de  Simson  avec  son  enveloppe. 

Un  cas  particulièrement  simple  est  celui  ou  les 
droites  (M),  (M')  sont  rectangulaires;  on  a  alors 

MT'       MT 


Ml'  •  MT 

les  points  T  et  T'  sont  donc  conjugués  harmoniques 
par  rapj)()rl  à  M  et  M',  ou  en  d'autres  termes  : 

Si  l'on  projette  un  point  N  d^une  courbe  (N)  sur 
deux  axes  rectangulaires  en  M  et  M',  la  tangente 
en  ^  à  (N)  et  la  droite  joignant  N  au  contact  de  MM' 


(  i65  ) 

avec  son  enveloppe  sont  symétriques  par  rapport  aux 
projetantes. 

Ce  cas  se  prête  d'ailleurs  à  une  détermination  très 
simple  du  centre  de  courbure  de  (N)en  N  connaissant 
le  centre  de  courbure  de  l'enveloppe  de  MM'  et  réci- 
proquement. 

Cherchons    tout   d'abord    {fig-   2)    le    point   où    la 

Fig.  2. 


U 

/x 

> 

c 

K' 

/ 

y< 

~M 

\ 

kJ^I/^ 
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r==— =^ 
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^ 

ac 

K 

Vn' 

/' 

yF  r 

> 

" 

V 

droite  TM   touche  son  enveloppe;  soit  y"  ce  point;  la 
perpendiculaire  en  y"  à    TN  coupe  la  normale  en  N 

en  y',  et  l'on  a 

^(N)  =  NY'rf(Y"), 

drf  étant  l'angle  de  contingence  en  y"  de  l'enveloppe 


de  TN  ;  or 
do  II 
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rf./'  =  _^0, 


Rjs-  étant  le  rayon  de  courbure  de  (N)  en  ^.  v'  est  par 
suite  le  symétrique  par  rapport  à  jN  du  centre  de  cour- 
bure V  de  (N)  en  N.  Donc  : 

La  symétrique  de  la  tangente  à  une  courbe  (N) 
en  IN  pai'  rapport  à  ta  perpendiculaire  abaissée  de  IN 
sur  une  droite  fixe ,  touche  son  enveloppe  au  symé- 
trique par  rapport  à  N,  de  la  projection  sur  elle  du 
centre  de  courbure  de  (N)  en  IN. 

Ceci  posé,  nous  aurons  ^fig.  2) 

d{T)  _  -/T.Tr  _  TN  — RNsin'>0 

^(N)  ~  Y">i.I\T'  ~  RNsinV        ' 

V  étant  l'angle  du  rayon  vecteur  IviS  avec  la  tangente 
en  N  à  (N)  tel  qu'on  le  définit  en  coordonnées  polaires. 

On  a  aussi,  en  posant  ISKM  =  co  et  en  appelant  A'  l'in- 
tersection de  la  normale  en  N  avec  la  perpendiculaire 
élevée  à  NK  en  K, 

_.,        KNsiiKocosoj  _._,,    . 

TN  =  ^- =  —  I\N'  sin  w  cos  co, 

sui\ 

d'où 

<:/(  T  )  \  \  '  si  n  10  cos  tu  +  Rjs  s  i  11  x  0         —  W  t  ch^t 


d(N)  WyiinX  '        U.Nw/0 

or 

NN' 
i/o  =  (/\  -H  doi         el  R]\  = 


( 


dm 

d'où 

NN'  NN'sliKocosw        W'siniO 


Rt  = 


Rn  siikV'  sin  \ 


(  «67  ) 
Abaissons  de  K  une  perpendiculuire  KH  sur  la  tan- 
gente en  N,  joionons  HT  et  NT;  les  perpendiculaires 
élevées  en  H  eL  N  à  TH,  TN  coupent  la  normale  à  MJVF 

enTeny,  et v'^,  on  voit  facilement  que  les  angles  yTH, 

XTM  sont  égaux  et  que  l'on  a 

__  NN'sinaw  ,  _  NN'sinoQ 

^^^'^      2sinV     '  ''*"      2sinV     ' 

d'où 

NN' 
Rr=-^TYt+2TY',. 

Exemples.  —  a.  Si  (N)  est  un  cercle  de  centre  K^ 
(T)  est  une  liypocjcloïde  à  quatre  rebroussements, 

NN'==Rn,         d'où         Rt=  Ty,-4-2Ty'i, 

et  comme  P  est  sur  KH, 

Rt  =  3PH. 

p.  Si  (N)  est  un  cercle  ayant  son  centre  w  sur  Kj)r 
et  touchant  K:r,  (T)  est  une  liypocycloïde  à  trois 
rebroussements, 

NN' 

-^=9.,  d'où  Ht  =  2(Tyi  +  Tyi). 

y.  La  droite^  joignant  les  projections  d'un  point 
d'une  ellipse  (E)  sur  ses  axes,  enveloppe,  comme  on 
le  sait,  la  développée  de  l'ellipse  (E,  )  ayant  pour 
sommets  les  sommets  de  la  développée  de  E,  la  formule 
précédente  permettra  donc  de  déterminer  le  centre  de 
courbure  en  un  point  d'une  développée  de  conique. 
Elle  permettra  de  même  de  déterminer  le  centre  de 
courbure  en  un*  point  de  la  kreuzcurve,  lieu  des  inter- 
sections des  parallèles  aux  axes  de  E,  menées  par  Icî-- 
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points  de  rencontre  de  ces  droites  avec  une  tangente 
variable  à  E. 

Je  remarquerai  enfin  que  la  construction  indiquée 
sera    particulièrement    simple    dans    les    cas    où    les 

u        /A  11  ^^"        '        ^    j-        dW 

courbes    (i\)    seront    telles   que   -r;— >    c  est-a-dire   -7- 

soit  constant,  courbes  contenues  dans  l'équation  polaire 

p"  =  a"  sin(/ioj  4-  a). 

2°  Cherchons,  en  conservant  la  figure  et  les  notations 
précédentes,  à  déterminer  la  normale  au  point  T'  à  la 
courbe  (T'). 

JNous  aurons,  en  posant  jN'T'T  =  T',  T'=  w  -^  Q  —  t:, 

clT'  =  doi  -f-  rfO  =  cir  —  ^T, 

dr  et  di:  désignant  les  angles  de  contingence  en  N  et  T 
à  (N)  et  (T). 

Or  si  la  normale  à  (T')  en  T'  rencontre  les  normales 

à  (N)  et  (T)  en  IN  et  T  en  a  et  ^,  on  a 


\ 


d'où 


et 


d(T)  =  Toi  dr,        dT=  T',3  d~,, 

'         T'  1  \ 
f/(,>  -^  cB  =  d^ix  -  -—\ 


T'a  diM  I 


—  • 


T'  [i  ^0  dS 

dio 


Donc  :  Si  l^on  projette  en  M  et  M'  sur  deux  axes 
rectangulaires  ¥^x  et  Ky  un  point  N  dUtne  courbe  (IS) 
d^équation  polaire  p"  =  a"  sin(/i(i) -f- a)  (K  étant 
Vorigine  et  K^  Vaxe  polaire)^  la  tangente  en  N 
à  (N)  rencontre  MM'  en  T',  la  normale  en  T'  à  la 
courbe  (T')  lieu  de  T'  rencontre  les  normales  à  (N) 
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en  N  et  à  la  courbe  ern>eloppe  de  MM'  en  son  point 
de  contact  avec  cette  droite  en  deux  points  ol  et  '^  tels 

T'a 

3"  Goiisidérous  maintenant  deux  courbes  (M)  et(M') 
telles  que  les  normales  en  deux  points  M  et  M'  situées 
sur  une  même  perpendiculaire  à  une  droite  Ox^  se 
coupent  en  un  point  N  de  cette  droite  Ox.  Si 

(iVI)^r-/(^)  =  o,         (M')=r-/i(^)  =  o, 

on  voit  facilement  que  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  qu'il  en  soit  ainsi  est  que  l'on  ait  entre  les 
coordonnées  de  M  et  M'  la  relation  différentielle 

d'où  • 

.,.•2    —   -,,2     -4-   Z2 

transformation  qui  fait  correspondre  à  la  courbe 
la  courbe 

En  se  reportant  alors  à  la  formule  (i)  du  problème  I, 
on  voit  que  Ton  a,  en  conservant  les  notations  de  ce 

problème, 

MT   cos'V^  _  WM 
M'T   C0S2V  ~  WW 

où  T  étant  à  T infini 

WM        cos2V' 


WM'        cos'V 


le  point  W  sera  donc  le  point  d'intersection   de    la 
perpendiculaire  élevée  en  K  à  NK  avec  MM'  ;  on  a  en 


(  »7o  ) 
effet 

WM'  _   WK  WM   _  WK  ,        WM  _  cosM" 

^^7V  ■"  ^^Tr'        cosV'~cosV'  °"        WM'  ~  cos^V  * 

D'où  la  proposition  suivante  : 

Si  Von  considère  dans  un  système  d^axes  rectan- 
gulaires les  deux  courbes 

deux  points  M  et  W  de  ces  courbes  dont  les  coor- 
données sont  liées  par  les  relations 

les  normales  à  ces  courbes  en  M  et  M'  se  coupent  en 
un  point  N  de  Ox^  si  K  est  le  point  d^ intersection 
des  tangentes  à  (M)  et  (M')  en  M  et  M',  la  perpen- 
diculaire élevée  en  K  à  KN  coupe  MM'  en  W,  le 
point  W  appartient  à  la  droite  qui  joint  les  centres 
de  courbure  |jl  et  ^  de  (M)  et  (M')  en  M  et  M'. 

Exemples.  —  a.  La  transtorination  que  nous  venons 
de  mentionner  lait  correspondre  à  une  conique  l'une 
de  ses  asymptotes  ;  donc  : 

La  tangente  au  point  M  d'une  hyperbole  ren- 
contre lune  des  asymptotes  en  K,  la  normale  en  M 
rencontre  laxe  focal  en  ÎN,  la  perpendiculaire 
élevée  à  KiN  en  K  rencontre  la  perpendiculaire 
abaissée  de  M  sui'  V axe  focal  en  W,  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  W  sur  l  asymptote  considérée 
passe  par  le  centre  de  courbure  de  r hyperbole  en  M. 

p.  L'équation  générale  des  spiriques  est 


(     *?!     ) 

la  transformation 

leur  fait  correspondre  le  cercle 

(X--a)2  4-Y2=  R2, 

d'où  un  procédé  graphique  extrêmement  simple  pour 
construire  le  centre  de  courbure  en  un  point  d'une  de 
ces  courbes,  qui  comme  on  le  sait  comprennent  comme 
cas  particuliers  les  cassiniennes  et  les  lemniscates. 

Problème  II.  — ■  S  où  OMN,  un  triangle  rectangle 
efï  O,  le  sommet  O  est  fixe ^  le  sommet  M  décrit  une 
courbe  (M)  et  le  côté  MM  est  normal  à  (M)  en  M;  dé- 
terminer la  tangente  à  la  courbe  (JN)  décrite  par  IN. 

Soit  P  le  point  d'intersection  de  la  normale  en  IN 
à  (N)  avec  CM;  soient  y  le  centre  de  courbure  de  (M) 
en  M,  I  le  point  d'intersection  de  PN  avec  la  perpendi- 
culaire élevée'en  y  à  MN. 

Nous  avons,  en  désignant  par  <i9  l'angle  de  contin- 
gence de  (M)  en  M, 

sir  d^  est  la  variation  angulaire  de  OM,  on  a  de  même 
d'où 


or 


H  étant  la  projection  de  P  sur  MN;  par  suite 

My  _  My 
MN  ~~  NH' 


yN 

NI 

= 

MN 
PN 

i 

Y  M 
MN 

= 

NI 
NP 

=  ■ 

Ny 
NH' 
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donc,  en  désignant  par  K  le  symétrique  de  IN  par  rap- 
port à  Y? 


1  1  I 


d'où  la  construction  suivante  :  si  K  est  le  symétrique 
de  iN  par  rapport  au  centre  de  courbure  y  de  (M)  en  M, 
si  H  est  le  conjugué  harmonique  de  M  par  rapport 
à  ]N  et  K,  la  perpendiculaire  élevée  en  H  à  MIS 
coupe  OM  en  P,  PN  est  normale  à  la  courbe  (N)  en  N. 

Applicalions.  —  Si  (M)  est  une  courbe  définie  par 

l'équation  p  =:y (oj),  le  vecteur  OP  représentera  en 
grandeur  et  en  signe  p",  compté  positivement  sur  la 
direction  -  -j-  to. 

Si  donc  nous   considérons   une   courbe  définie  par 
l'équation  polaire 

où  /*,,  /'a?  ••",  f'u  sont  les  rayons  vecteurs  OM, ,  OMo,  ..., 
OMfi  correspondant  au  même  angle  w,  de  courbes 
données  r/^=y'/(co),  a,,  aa,  ..,  y.,i  des  constantes,  la 
connaissance  des  centres  de  courbures  y/  des  courbes 

;7  =  y/(to)  permettra  de  déterminer  les  vecteurs  OP/, 

d'où  le  vecteur 

II 

1 
d'où  enlin  le  centre  de  courbure  de  la  courbe 

p  =  la//-/. 

Cette  méthode  s'apj)lique  iu)mé(lialemenl  aux  cissoïdes 
et  aux  conchoides;  pour  ces  dernières  notamment  elle 
est  plus  simple  que  la  déteruiination  des  centres  de 
courbure  qui  résulte  de  la  considération  du  cercle  des 


(  >7-'>  ) 
inflexions.  Pour  le  limaçon  de  Pascal,  par  exemple,  on 
a  la  détermination  suivante  : 

Soient  O  un  point  d^un  cercle  de  centre  w,  P  un 
point  variable  du  cercle^  si  sur  OP  nous  portons  une 
longueur  constante  PM  =  /,  le  lieu  de  M  est  un 
limaçon  de  Pascal.  Pto  coupe  le  cercle  en  N,  NM  le 
coupe  en  H,  la  parallèle  à  PN  menée  par  H  coupe  Mto 
en  I,  PI  coupe  NM  en  K,  le  milieu  y  du  segment  NK 
est  le  centre  de  courbure  du  limaçon  en  M. 

Problème  ÏII.  —  Soient  Ox  et  Oy  deux  axes  rec- 
tangulaires^ Vx'  une  parallèle  à  Ox^  (M)  une  courbe 
donnée,  un  point  M  de  (M)  se  projette  en  m  et  m' 
sur  Vx'  et  Oy,  le  point  M'  d' intersection  de  Mm' 
et  O/n  décrit  une  courbe  (M');  déterminer  les  rela- 
tions qui  lient  les  tangentes  et  les  rayons  de  cour- 
bure aux  courbes  (M)  et  (M')  aux  points  correspon- 
dants M  et  W. 

Soient  tang  cp  et  tang  cp'  les  coefficients  angulaires  des 
tangentes  à  (M)  et  (M')  en  M  et  M'  ;  posons  OP  =  a  ; 
les  coordonnées  de  M (^,  y)  et  de  M'(X,  Y)  par  rapport 
aux  axes  0:r  et  Oy  sont  liées  par  les  relations 

•^  a 

d'où  par  difFérentiation 

jv        7              ^v        X  dy  -{-  Y  dx 
dX  —  dy,  dK  = , 

ou  encore 

û?(M')sincp' =  <i(M)sincp, 

</(M')cosçp'=  d{U) ! ^ ^, 

d'où 

y  a 

tang^        tango' 


(  '74  ) 

Celle  équalion  s'inlerprèle  immédialemenl  ;  elle 
exprime  que,  si  la  parallèle  menée  par  m!  à  la  tangente 
à  (M)  en  M  coupe  Ox  en  V,  m  V  est  parallèle  à  la  tan- 
j^enle  en  M'  à  (M'). 

De  celle  construction  on  déduirait  facilement  que 
les  tangentes  en  M  et  M^  à  (M)  et  (M^)  se  coupent  en  T 
sur  mm'  ]  cette  propriété  étant  connue,  je  n'insisterai 


pas. 

La  relation 

y 

a 

peut  s'écrire 

tan  g  '-p 

Y 

tango 

larjgo' 
a 

d'où 

tangcp' 

=  o 


or 


donc 


-  d\  cos  o         Y  do         a  do' 

dx  H : '- ^—-  -h    .    ■'  ,  =  o  ; 

sincp  sin^cp        sin^cp 

dm)             ,  ,      rf(M') 
do  =  — — ,  r/cp  =  — , 

dx  =  d(M)cosf,         dY  =  d(W)s'm<f'; 

1  y  a 

tangtp        HMsin^^        Rv-sin^o' 


=  0. 


De  cette  formule  peut  se  déduire  une  construction 
sim]^l(î  du  centre  de  courbure  de  (M')  en  M',  connais- 
sant le  centre  de  courbure  de  (M)  en  M,  et  récipro- 
quement; elle  peut  en  effet  s'écrire 

a  lang;^ 

tangcp'  y — 2  Rm  ^'n^  o  cosç  ^ 

2  Rm' sin^cp' coso'  •>  Rm  ?in*cp  cos^      ' 


or  la  relation 


y  a 

X  H r  =  O 

tangcp        tango 


montre  que  la  symétrique  de  la  langenlo  en  M  à  (M) 
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par  rapport  à  Mm  coupe  Oy  en  un  point  R  tel  que 

OR  =  <lîf2^.   gQ-j^   Q  ig    centre   de   courbure    en   M 
tangcp  

à  (M),  prenons  sur  MG  le  point  G'  tel  que  MG  =  GG'  ; 
projetons  G'  en  y  sur  la  symétrique  de  m'M  par  rapport 
à  MG;  la  parallèle  kOoc  menée  par  y  coupe  Mm  en  a 

et 

Ma  =  '2  Rm  sin^cp  coscp; 

soit  alors  M<  l'intersection  de  Mm.  avec  Ox,  les 
droites  RMi ,  O  a  se  coupent  en  S,  MS  coupe  Oy  en  R', 
et  la  relation  (i)  montre  que 

0R'=  2RM'sin2cp'coscp'; 

de  cette  formule  se  déduira  la  longueur  R„,  par  la 
construction  inverse  de  celle  qui  nous  a  donné  Ma,  en 
partant  de  R^. 

Applications.  —  La  transformation  que  nous  venons 
d'envisager  est  la  transformation  classique  connue  sous 
le  nom  d^  hyper  bo  lis  me  ;  je  n'insisterai  donc  pas  sur 
ses  très  nombreuses  applications. 


[M'5ka] 

^OTE  SUR  LES  CUBIQUES  CmCULAIRES; 

Par  m.  F.  BA.LITRAND. 


I.  M.  Gomes  Teixeira  (Nouç.  Ann.^  1916,  p.  449) 
a  indiqué  un  mode  de  construction  des  cubiques 
circulaires,  en  faisant  remarquer  que  ceux  que  l'on 
connai't  déjà  sont  peu  nombreux.  Mais  il  existe  pour 
les    cubiques    générales    des    procédés    de   génération 
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classiques  qui,  convenablement  particularisés,  doivent 
s'appliquer  aux  cubiques  circukiires.  C'est  ce  que 
nous  nous  proposons  de  démontrer  pour  le  procédé 
bien  connu  dû  à  Mac-Laurin. 

Soient  ABCD  un  quadrilatère  quelconque,  E,  F,  G 
ses  points  diagonaux,  P  un  point  de  son  plan.  Les  points 
de  contact  des  tangentes  menées  de  P  aux  coniques  du 
faisceau  ABCD  sont  sur  une  cubique,  et  réciproque- 
ment toute  cubique  peut  être  engendrée  de  cette  façon. 
Il  suffit  de  choisir  pour  P  un  point  quelconque  de  la 
courbe  et  pour  A,  B,  G,  D  les  points  de  contact  des 
tangentes  issues  de  P. 

La  cubique  passe  en  A,  B,  C,  D  et  les  tangentes  en 
ces  points  sont  les  droites  PA,  PB,  PC,  PD.  Elle  passe 
aussi  en  E,  F,  G  et  les  tangentes  en  ces  points  se 
coupent  en  un  point  Q,  situé  sur  la  cubique  et  qui  est 
le  point  de  concours  des  polaires  de  P  par  rapport  aux 
coniques  du  faisceau.  De  plus,  la  tangente  EQ,  par 
exemple,  est  conjuguée  harmonique  de  EP,  par  rap- 
port aux  côtés  du  quadrilatère  qui  se  croisent  en  E;  de 
même  pour  FQ  et  GQ.  La  cubique  passe  aussi  en  P;  la 
tangente  correspondante  étant  PQ.  Enfin  P  et  Q  sont 
situés  sur  la  conique  lieu  des  pôles  de  la  droite  PQ 
par  rapport  aux  coniques  du  faisceau  ABCD  ;  car  ce 
sont  les  points  de  contact  de  cette  droite  avec  les  deux 
coniques  du  faisceau  qui  la  touchent. 

Ce  mode  de  génération  des  cubiques  générales^,  du  à 
Mac-Laurin  comme  nous  l'avons  dil,  peut  être  pré- 
senté sous  une  forme  un  peu  dilFérente.  On  peut 
remarquer  en  elTet  que  les  points  de  contact  des  tan- 
gentes issues  de  P,  avec  les  coniques  du  faisceau,  sont 
les  points  doubles  de  l'involution  déterminée,  sur  les 
transversales  issues  de  P,  par  les  coniques  du  Axisceau; 
ou,  si  l'on  veut,  par  les  côtés  et  les  diagonales  du  qua- 
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(Irilatère  ABCD.  On  sait  que  ces  points  doubles 
peuvent  se  construire  avec  la  règle  et  le  compas  et,  par 
suite,  en  particularisant  convenablement  les  données, 
on  obtiendra  avec  les  mêmes  instruments  une  con- 
struction des  cubiques  circulaires. 

Il  suftit  pour  cela  de  supposer  que  les  points  A,  B, 
G,  D  forment  un  groupe  ortliocentrique  et  que  le 
point  P  est  rejeté  à  l'infini  dans  une  direction  quel- 
conque ;  c'est-à-dire  que  les  tangentes  sont  menées 
parallèlement  à  une  direction  fixe.  Dans  ce  cas,  en 
effet,  les  coniques  du  faisceau  sont  des  hyperboles 
ëquilatères  qui  déterminent  sur  la  droite  de  l'infini 
une  involution  dont  les  points  doubles  sont  les  points 
cycliques.  La  cubique  passant  par  ces  points  est  dès 
lors  circulaire. 

Nous  voyons  ainsi  que  les  points  A,  B,  C,  D  sont  les 
points  de  contact  des  tangentes  parallèles  à  l'asymp- 
tote réelle  et  que  E,  F,  G  sont  les  pieds  des  hauteurs 
du  triangle  ABC.  En  ces  derniers  points  les  tangentes 
sont  symétriques  de  la  direction  fixe  par  rapport  aux 
hauteurs  correspondantes.  Elles  concourent  en  Q  qui 
est  le  point  d'intersection  à  distance  finie  de  la  courbe 
avec  son  asymptote  réelle.  Ce  point  est  situé  sur  le 
cercle  des  neuf  points  de  ABC. 

Réciproquement,  toute  cubique  circulaire  peut  être 
engendrée  de  cette  façon.  Il  suffit  de  choisir,  comme 
points  de  base  du  faisceau  de  coniques,  les  points  de 
contact  dés  tangentes  parallèles  à  l'asymptote  réelle  et, 
comme  point  d'émission  des  tangentes,  le  point  réel 
situé  à  l'infini  sur  la  courbe.  Il  en  résulte  comme  con- 
séquence immédiate  que  :  dans  toute  cubique  circu- 
laire^ les  points  de  contact  des  tangentes  parallèles 
à  V asymptote  réelle  forment  un  groupe  ortliocen- 
trique. 
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Pour  obtenir  les  points  de  la  cubique,  on  aura  donc 
à  trouver  les  points  doubles  des  involutions  déteiv 
minées  sur  les  droites  parallèles  à  la  direction  fixe  par 
les  côtés  et  les  hauteurs  du  triangle  ABC;  ce  qui  peut 
se  faire  par  la  construction  suivante  : 

Oii  donne  un  triangle  ABC  et  une  direction  fixe 
quelconque.  Parallèlejnent  à  cette  direction,  on 
mène  une  droite  qui  rencojitre  les  côtés  AJè  et  \C^  en 


Fie. 


b  et  c  et  les  hauteurs  correspondan tes  en  v  et  [i.  Les 
droites  Ay  et  \^  coupent  le  cercle  circonscrit  à  ABC 


(  ':<)  ) 

en  y,  et  ^,  ;  soit  o>  le  point  de  concours  de  B^,  et  Cyi . 
Les  droites  qui  joignent  Le  sommet  A  aux  points  de 
contact  des  tangentes^  issues  de  03,  au  cercle  circon- 
scrit^ coupent  la  parallèle  à  la  direction  fixe  en 
deux  points  qui  décrivent^  quand  celle-ci  se  déplace 
parallèlement  à  elle-même^  une  cubique  circu- 
laire {fi  g.  i). 

II.  L^  calcul  permet  d'arriver  aux  mêmes  résultats.. 
Prenons  des  coordonnées  trilinéaires  et  choisissons  le 
triangle  EFG  pour  triangle  de  référence.  Les  hyper- 
boles équilatères  circonscrites  à  ABC  sont  conjuguées 
par  rapport  à  EFG.  Leur  équation  est  donc  de  Iffe 
forme 

(  I  )■  fx-^  -+-  ^7*'  -H  ÂxJ/'î  —  «> 

avec  la  condition 

qui  exprime  qu'elles  passent  en  D,  orthocentre  de  ABC< 
et  centre  du  cercle  inscrit  à  EFG. 

La  tangente  à  une  hyperbole  au  point  x^  j',  ;:;  a  pour- 
équation 

(3)  fxX-hg'yY-{~hzZ  =  o. 

Si  Ton  écrit  qu'elle  est  parallèle  à  la  droite  fixe 

(4)  IX-hmY  -^,-fi7.  =  o, 

c'est-à-dire  qu'elle  rencontre  cette  droite  sur  la  droite: 

de  l'infini 

«X  -h  6  Y  +  cZ  =  o, 

on  trouve  la  relation 

(5)  f  {cm -- bn)x -\- ^^{an  —  cl)f-\-h{bl  —  am)z  =  o ^ 
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Par  l'élimination  de  /,  g  et  h  entre  (i),  (2)  et  (5)^ 
on  arrive  à  l'équation  du  lieu  cherché  qui  peut  se 
mettre  sous  l'une  des  formes  suivantes  : 

'Lx^[{an —  cl)y  —  {hl  —  am)s]  =  o, 
'Lyz[{bl  — am)y  —  {an —  cl  )z]  =  o, 

{ax  -\-  by   -\-  cz)  { lyz  -h  ni  zx  -\-  n  xy ) 
—  {Ix -i- my -\- nz)  {ayz -h  b  zx -h  c  xy)  =  o. 

Au  moyen  de  ces  différentes  formes  d'équations,  on 
vérifie  aisément  les  propriétés  énoncées  plus  haut.  On 
voit  notamment  que  les  tangentes  en  E,  F,  G  con- 
courent au  point 

(cm  —  bn)x  =  {an  —  cl)y  =  {bl  —  am)z, 

qui  est  le  quatrième  point  commun  au  cercle  EFG  et  à 

la  conique 

lyz  -h  m  zx  -h  n  xy  =  o. 

On  voit  aussi  que  l'équation  de  la  cuhique  s'obtient 
par  l'élimination  du  paramètre  A  entre  les  deux  équa- 
tions 

ayz  -h  b  zx  -h  cxy  —  À  {l yz-\-  nizx  -h  n  xy)  =  o, 
ax    -+- b  y    -HC5      — ^{Ix     -^  iny   -\-nz)     =0. 

Lii  droite  de  l'infini  et  la  droite 

Ix  -^  m  y  -^  n  z  =  o 

sont  les,  transformées  isop;onalos  du  cercle  EFG  et  de 
la  conicjue  ci-dessus.  II  ou  résulte  uu  nouveau  mode 
de  génération  des  cubiques  circulaires. 

III.  iNous  allons  miinteuant  dt'moiilrer  quelques 
propriétés  de  ces  courbes  en  nous  servant  des  coor- 
données rarl<'siennes.  Dans  ce  sjslruic  de  coordonnées, 
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leur  équation  générale  est 

-+■  ax'  -h  ih  xy  -h  by^  -\-  igx  -(-  if  y  -h  c  =  o. 

Prenons  pour  origine  le  point  (J  où  l'asymptote 
réelle  coupe  la  courbe,  et  pour  axe  des  x  la  tangente 
en  ce  point.  L'équation  précédente  prend  la  forme 

(  a  .r  -h  '^y  )  (  ^-  +  JK^  )  -+-  «^^  +  >'  h  xy  -h  hy^  -f-  if  y  =  o. 

Il  reste  à  exprimer  que  l'asymptote  réelle  passe  à 
l'origine,  ce  qui  fournit  pour  h  la  valeur  suivante  : 

/i  — 


2a|î 

En  la    portant    dans    l'équation    ci-dessus,    on  obtient 
pour  l'équation  définitive  des  cubiques  circulaires 


JNous  poserons 


a  b 


de  sorte  que  l'équation  s'écrit 

et  résulte  de   l'éliniination   du    paramètre  variable    X 
entre  les  deux  équations 

C  +  2X  />'  =  o,         P  —  -  =  o. 

Il  s'ensuit  un  mode  de  génération,  au  moyen  d'un 
faisceau  de  cercles  et  d'un  faisceau  de  droites  parallèles 
qui  se  correspondent  homographiquement,  analogue  à 
celui  qui  est  donné  par  M.  G.  Loria  dans  ses  Spezielle 
ebene  Curven  (t.I,p.  33). 


(     i82     ) 

Pour  abréoer  un  peu  le  langage,  lious  appellerons  le 
cercle  G  =  o  cercle  focal,  et  le  point  Q  point  principal 
(^voir  (j.  LoRiA,  loc.cit.)',  T  sera  le  tangentiel  de  Q. 

Le  cercle  focal  ne  rencontre  la  cubique  qu'en  deux 
|joinlâ  à  distance  finie,  savoir  le  point  principal  et  son 
tangentiel.  Les  autres  points  de  rencontre  étant  rejetés 
a  l'inlîni,  le  cercle  est  bitangent  à  la  cubique  aux 
^:>oints  cycliques.  Par  suite,  son  centre  est  le  foyer  sin- 
j^ulier  de  la  courbe;  de  sorte  qu'en  désignant  par  Xq,  j)  „ 
les  coordonnées  de  celui-ci,  on  a 

a  h 

2  a  -1  j 

i 

Proposons-nous  de  déterminer  les  points  de  la  courbe 
«»ù  la  tangente  est  parallèle  à  l'asymptole.  jNous  Irou- 
vons  d'abord  qu'ils  sont  situés  sur  la  courbe 

{7.x -r-  ^y)[\i(x  —  x^i)  —  y-iy  —yQ)]  —fi  =  o, 

c^est-à-dire  sur  une  hyperbole  équilatcre  qui  a  pour 
asymptotes  l'asymptote  réelle  de  la  cubique  et  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  foyer  singulier  sur  celle-ci. 

En  combinant  son  équation  avec  celle  de  la  cubique, 
nous  obtenons 

nix^-hy^—  ■^XQX  —  9.yoy)-~  lyl'^ix  —  Xo)  —  i{y —yo)]  =  (> 

ou  bien 

ol(x- — y^)  H-  a  pT/  —  7.Xo(  olx-+-  ^y)  =  o, 

•jui  représente  une  autre  liy})crbole  é({uilatère.  Celle-ci 
^)asse  à  l'origine  où  elle  est  tangente  à  l'asymptote 
Joëlle  de  la  cubique;  elle  passe  aussi  en  T  et  parles 
points  d'intersection  <lu  cercle  focal  et  desoii  diamètre 
perpendiculaire  à  l'asymplote  réelle.  Son  centre  est 
au  milieu  de  (  )T. 
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La  première  de  ces  hyperboles  peut  encore  être 
définie  comme  le  lieu  des  milieux  des  cordes  de  la 
cubique  parallèles  à  l'asymptote  réelle.  En  elTel,  si  ? 
et  Yj  sont  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu  et 

a;  =  ^  H-  pp,         jK  =  -^  —  îtp 

les  équations  d'une  coixle,  l'équation  qui  donne  les 
valeurs  de  p  correspondant  aux  points  d'intersection 
est 

€l  l'on  voit  que  la  somme  des  racines  est  nulle  si  le 
point  est  sur  l'hyperbole  précitée.  En  résumé  : 

Les  points  de  contact  des  tangentes  à  la  cubique 
parallèles  à  V asymptote  réelle  sont  les  points  dHn- 
tersection  de  deux  hyperboles  équilatères. 

La  première  a  pour  asymptotes  l  asymptote  réelle 
de  la  cubique  et  la  perpendiculaire  abaissée  du 
foyer  singulier  sur  celle-ci.  Elle  est  le  lieu  des 
milieux  des  cordes  de  la  cubique  parallèles  à 
^asymptote  réelle. 

La  seconde  passe  par  le  point  principal^  où  elle 
touche  V asymptote  réelle.,  et  soii  tangentiel.  Son 
centre  est  au  milieu  du  segment  qui  joint  ces 
points.  Elle  passe  en  outre  par  les  points  dHnter- 
seclion  du  cercle  focal  et  de  son  diamètre  perpendi- 
culaire à  l'asymptote  réelle. 


Si  l'on  pose 


-m,      |=-|^^ 
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l'équation  de  la  cubique  s'écrit 

(y  —  mx){x^-{-  y-  —  2  ^o  .r  —  "^yo}'  )  —  '2  K-^  =  o . 

La  droite 

y  =  nix  -\-  X, 

parallèle  à  l'asymptote  réelle,  la  coupe  en  deux  points 
à  distance  finie  qui  sont  situés  sur  le  cercle 


(-*  ?) 


x^'-^y-  —  ix^iX  —  x  {yQ-^  ^-  \  y  =  o. 
Ce  cercle  coupe  l'axe  Oy  en  un  point  R  tel  que 


QR  -    M  ^  U  y 

tandis  que  le  cercle  focal   le  coupe  en  un  point  U  tel 
que  QU  =  2^0-  Donc 

2  K*  2  K2 

RU  =  ^ —  on  bien  X  =  ---=-,  • 

A  RU 

Par  suite,  en  portant  à  partir  de  l'orij^ine  une  longueur 

égale  à  -j^jf  >  on  obtient  l'ordonnée  à  l'origine    de    la 

droite  et  il  en  résulte  pour  les  cubiques  circulaires   le 
mode  de  génération  suivant  : 

Soit  TQ^IJ  ufi  trian^' le  rectangle  en  Q.  Par  les 
sommets  T  et  Q  on  fait  passer  un  cercle  variable 
qui  coupe  l'autre  côté  en  R.  On  porte  à  partir  de  Q^ 

suivant  QU,  une  lonf^ueur  ( )S  =  1777»  K  étant  un 

paramètre  constant,  et  par  le  point  ainsi  obtenu  on 
mène  une  parallèle  à  une  direction  fixe.  Ses  points 

d^ intersection  avec  le  cercle  variable  décrivent  une 
cubique  circulaire. 

Réciproquement,  toute  cubique  circulaire  peut 
être  engendrée  par  ce  procédé. 
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'  En  passant  maintenant  des  coordonnées  cartésiennes 
aux  coordonnées  polaires,  l'équation  des  cubiques 
prend  la  forme 

p^(a  costo  -h  ^  sin  to) 

—  2p(  tx  costo  -h  p  sin a>)  (.rocosw  h- j^osin  w)  -4-  2/sinio  =  o. 

Une  transversale  issue  de  l'origine  rencontre  la 
courbe  en  deux  points,  autres  que  l'origine,  et  le  rayon 
vecteur  du  milieu  du  segment  qui  les  joint  est  égal  à 

a?  =  a^^cosio -h^osinio. 
Le  lieu  de  ce  point  milieu  est  donc  le  cercle 

c'est-à-dire  le  cercle  décrit  sur  le  segment  qui  joint  le 
point  principal  au  foyer  singulier  comme  diamètre. 
On  a  donc  ce  théorème  : 

Si,  autour  du  point  principal^  on  fait  picoter  une 
transversale  qui  rencontre  la  cubique  en  deux 
points^  autres  que  Vorigine^  le  lieu  du  milieu  de 
ces  deux  points  est  le  cercle  décrit  sur  le  segment 
qui  joijit  le  point  principal  et  le  foyer  singulier 
comme  diamètre. 

Cette  proposition  est  connue,  au  moins  sous  une 
autre  forme  [voir  G.  Loria,  loc.  cit.).  On  peut  la 
compléter  de  la  façon  suivante  : 

Le  cercle  décrit  sur  le  segment  qui  joint  le  point 
principal  et  le  foyer  comme  diamètre  passe  par  les 
points  de  contact  des  tangentes  à  la  cubique  issues 
du  point  principal. 

Après  ce  qui  précède,  cela  est  à  peu  près  évident 
géométriquement. 

Voici  comment  on  peut  le  démontrer  par  le  calcul. 
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JLa  première  polaire  de  l'origine  par  rapport  à  la 
cubique  a  pour  équation 

Par  une  combinaison  avec  l'équation  de  la  courbe, 
on  obtient 

c'est-à-dire  l'équation  du  cercle  précédent. 

L'équation  polaire  de  la  cubique  donne  encore,  en 
désignant  par  p,  et  02  les  rayons  vecteurs  de  ses  points 
d'intersection  avec  une  transversale  issue  de  l'ori- 
gine, 

'    '  a  coso»  H-  '^  sin  to 

Par  suite,  si  l'on  porte  sur  la  transversale  une  lon- 
i^ueur  égale  à  la  moyenne  géométrique  de  0,  et  Oo,  on 
obtient  une  courbe  qui  a  pour  équation 

(*.r  -h  ^y)  (x^^y^ )  —  2/ y  —  o. 

C'est  une  cubique  circulaire  qui  présente  la  |3arlicula- 
rité  suivante  :  l'origine  esta  la  fois  centre,  point  d'in- 
flexion et  foyer  singulier  de  la  courbe. 


[B12a]  [L'ic] 

Ce:\TKIIUITIO\  A  L\  UÊSOIJTIOX  (iKOMÉTRIOl E 
M  l/KQUATIOX  m\  rnoiSIK^IH  nEGUÉ; 

PaH  m.  AUHIC. 


Considérons  l'équation 

x*^  px  -h  q 
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<lont  les  racines  sonl  représentées  par  les  vecteurs 


<7i=GAi,  a2=GA.2,  «3=:GA3. 

En  posant 

X  ==  GX, 

on  aura  identiquement 

cp(a7)  =  œ'^-\- px  -^  q  —  {x  —  a^)  {x  —  a'i_){x  —  a{) 

=--     cp(Gx)      =â7x.a;x.â7x 

avec 


ai -h  «2+  «3=  SGAi  =  o,         E^i  «2  =  2i  GA1.GA2  =  p, 


ai  ^2^3  =  GAi  .GA2.GA3  =  —  q. 

La  première  de  ces  relations  montre  que  G  est  le 
harycentre  de  Aj  AjA^;  on  tire  des  deux  autres 

I  I  r  jo 


GA,         GA2         GA3  ^ 

Si,  dans  l'équation  dérivée 

(p'(rc)  =  3^724-^  =  o, 

nous  posons  p  =  —  3/^,  les  racines  seront 

et  il  est  clair  que  G  est  au  milieu  de  FF'. 
On  a 

^'(x)  =  3(x  -h/)  (x  -f)  =  <p'(GX)  =  3FX.FX. 
On  connaît  la  formule 


cp(iF)        x^-^px-{-q        X  —  «1        X  —  a-2        x  —  «3 

d'où  

3FX.F'X  1  I  1 


A1X.A2X.A3X  A,X  A2X  A3X 
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Lorsque  X  vient  en  F  ou  en  F',  on  a 


=  o. 


A,  F  A2F  A3  F  Al  F'  A2F'  A3  F' 


ce    qui    conslilue    une    propriété    cardctéristlque    des 
points  F  et  F';  nous  verrons  plus  loin  que  ces  points 
sont   les   foyers  de  l'ellipse  de   Steiner,  tangente  aux 
trois  côtés  du  triangle  Ai  A2A3  en  leurs  milieux. 
Nous  poserons 


4- 


AiX  A2X  A3X  YX 

d'où,  d'après  ce  qui  précède, 


AiX.A2X.A3X  =  FX.F'X.YX. 


Nous  dirons  que  le  vecteur  YX  ainsi  défini  est  la 
moyenne  harmonique  des  vecteurs  A,  X,  A2X  ^  A3X  : 
plus  brièvement,  nous  dirons  que  \  est  l'harmonique 
de  X  par  rapport  à  A,  A2  A3. 

On  pourrait  étudier  la  transformation  générale  qui 
fait  correspondre  à  X  son  harmonique  \  ;  on  verrait 
qu'à  tout  point  X  situé  dans  le  voisinage  de  A/  corres- 
pond un  point  \  dans  le  même  voisinage,  de  sorte  que 
les  sommets  A/  sont  les  points  doubles  de  la  transfor- 
mation; à  tout  point  X  dans  le  voisinage  de  Fou  de  I' 
correspond  un  point  \  situé  dans  le  voisinage  de  la 
droite  de  l' infini. 

Nous  avons  identiquement 

x^  -\-  p  X  -\-  g  =  X  Ix^  -^  ^  j  -\-  -^(•^-i -)  • 

Posons 

2/) 


(  »89) 

d'où 

3  p  I 


aGU  9         GAi  GA2  GA3 

[     2GU  est  la  moyenne  harmonique  des  vecteurs  GA/;  en 
d'autres  termes,  l'harmonique  de  G  est  son  symétrique 
par  rapport  à  U. 
Nous  aurons  donc 

d'où  nous  tirons  \di  formule  générale  vectorielle 
cp(GX)  =  ÂTX.Â^.Â^  =  GX.FX.FX  -I-  2FG.FG.IJX. 
Si  X  vient  en  G,  on  a 


AiG.A2G.A3G  =  ^  =  2FG.F'G.UG; 
Si  X  vient  en  U,  on  trouve 


A1U.A2U.A3U  =  GU.FU.F'U, 
I     d'où 


I  I  1 3^FU.F'U        _      3 


AiU  A2U         A3U  A,U.A2U.A3U  GU 

ce  qui  montre  que  G  est  l'harmonique  de  U. 
Nous  avons  donc  l'interprétation  géométrique 

^  =  3GF.GF',         ^  =  2GF.GF'.1JG. 
Nous  avons 


GAi+  Al  Aj  =  GAo, 


d'où,  en  posant  A,  Aj^:  63,  on  aura 

6,  =  «3 — ^2,         62=^1— «3,         63  =«2 — ax. 

On  en  tire 

61-h  bi-\-  63  =  o, 

bib.2+  b^b^-h  bibi=  aiUi-h  a^a-i-h  «3^1—  «1  — «i  —  «L 


(  I90  ) 
et,  comme  «,  -h  «a  H-  «3  =  o, 

bibi-h  b^b^-\-  b^bi—  ^(aia^-T-  a^Œi-^  a-iax)  =  3/>. 

On  a  également 

62  —  ^3  =  2  «1  —  «2  —  «3  =  3^1- 
Nous  considérerons  les  vecteurs 


/3  v/3  '  /3 

il  est  clair  qu'on  aura 

niim^-V-  rriim^-h  m^mi  =  ai^j-h  «2  «3 -h  as  ai  =p, 

et  m,,  ma,  mj  seront  les  racines  de  l'équation 


avec 


'\i(sc)  =  x^-{-px  -i-  r  =  o 

6162^3 
mimtms  —  z=r-  = —  r. 


3/3 

Les  deux  triangles  AjAaAa,  MiM2^J3  peuvent  êtr< 
qualifiés  de  réciproques,  c'est-ti-dire  qu'on  a 


/3 


GAi  =  ai  = 


^'2—  63  GM2—  GM:,  M3M2 


3 


v/3 


v/3 


Chaque  vecteur  est  égal  au  coté  correspondant  di 
l'autre  triangle  divisé  par  y/3  :  en  outre,  ces  deu: 
triangles  ont  leurs  ellipses  de  Steiner  liomolocales. 

On  aura  comme  précédemmenl 


(   M>>   ) 
Posons 

ip 
d'où 

3/1  I 


2GV  P        GMi  GM2  GM, 

2GV  est  la  moyenne  harmonique  des  vecteurs  GM,, 
GM2,  GM3;   en  d'autres    termes,   l'harmonique  de  G 
(par  rapport  à  MjMaMs)  est  le  symétrique  de  G  par 
rapport  à  V. 
On  a 

d'où  la  propriété  générale  vectorielle 
4;(GX)  =  m7x.m7X.M7X  =  GX.f^.F^H-aFG.FG.VX. 

Si  X  vient  en  G,  on  a 

m7g.m7g.m7G=:  r  =  2FG.FG.yG; 

Si  X  vient  en  V^  ou  trouve 

mTv.mTv.mTv  =  Gv.Fv.rv, 

d'où 


_i _i T       _         3bV.F'V         _      3 

mTv       mTv       mTv  ~  m7v.m7v.M7v  ~  gv  ' 

ce  qui  montre  que  G  est  l'harmonique  de  V^  par  rap- 
port à  M,  Mo  M.  3. 

Nous  savons  que  le  discriminant  A  satisfait  à  la  rela- 
tion 


A  =  4/?3_^  2772  =  _  [(«^_  a2)(a2—  «3)  («3—  «1)]" 
=  — 27^^ 


=  — '  tiymf  /n|  w| 


(   192   ) 
et  comme 

il  vient,  après  réductions, 


/■  = 


ipv 


ou 


2         2         î 

GU   -t-  GV   =  GF  . 


Telle  est  la  relation  simple  entre  les  vecteurs  dont 
nous  avons  donné  la  signification  géométrique. 

Il  en  résulte  que  GV  est  parallèle  à  la  bissectrice 

extérieure  de  FUF'  et  GU  parallèle  à  celle  de  FVF'  : 
on  a,  en  outre, 

GÏJ^=  VF.PV, 


GV   =  UF.F'U, 


d'où  il  résulte  que  GU  et  GV  sont  des  diamètres  con- 
jugués de  Tellipse  de  Steiner. 

On  sait  que  la  racine  ai  de  l'équation 
x^  -\-  p  X  -^  q  =  o 

est  donnée  par  la  formule  de  Curdan 


et,  comme  A  =:  —  27/-, 

et,  en  tenant  compte  de   q^-\-  r^=  4/", 


ir         y    —  a  —  //' 


(  193  ) 
et,  en  utilisant  les  relations  ci-dessus. 


ai 


yj^       y  —  u  -+-  iv        y/  —  u  —  iv 

On  trouverait,  par  permutation  des  u  et  des  t^, 
nti  I  I 

—  =  H — . 

\/J^        s/ —  V  -h  iu        y —  V  —  iu 

Nous  avons  trouvé  précédemment,  en  appelant  6|,  625  ^3 
les  côtés  de  A,  A2A3, 

èi  62  -h  ^2  63  -t-  63  èi  =  3  jo  ; 
mais  comme  6,-1-62+63=  o,  on  a  également 

62+6162+6!  =  — (61 62 -h  62 63 -h  63 61)  =  —  3/?, 

car 

(6i  +  62)2  =  -63(6i-4-62). 

On  sait,  d'après  une  remarque  due  à  M.  Laisant  ('  ), 
que  si  l'on  construit  sur  A2A3  deux  triangles  équi- 
latéraux  de  côté  et  d'autre  de  la  droite  A2A3,  et  si  l'on 
appelle  w,  w'  les  centres  de  ces  deux  triangles,  on 
aura 


i/ 


Ga>.Gto'=  GF   =GF  ",  / 


■  2  '2 


F,  F'  étant  les  foyers  de  l'ellipse  de  Steiner.  Mais  on 
trouve  aisément  que 


Go)  =i(63— 62)h ^61, 

^  2  v/3 


Ga)'=  ^(63-62) p6i, 


(*)  Congrès  de  Toulouse,  1887;  voir  Géométrie  de  Rouché  et  de 
Comberousse,  t.  II,  p.  624. 
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(  194  ) 
d'où 

=    -^(61+6263+61)=-    |:=/2, 

ce  qui  montre  que  F,  F'  sont  bien  les  foyers  de  l'ellipse 
de  Steiner. 

On  connaît  le  théorème  suivant  :  Si^  sur  chaque 
côté  A^A^ . . .  d'uji  triangle  AjAaAs,  on  construit 
à  Vintérieur  et  à  V extérieur  des  triangles  équi- 
latéraux  de  côté  A2A3...,  les  centres  de  ces 
triangles  forment  un  triangle  équilatéral. 

On  obtient  ainsi  deux  triangles  équilatérauxde  côtés 

c,  cj\  cj'',      d^  dj'-,  dj        (avecy3  =  i). 

Je  dis  qu'on  a 

cd  =  3/2.     V 

En  effet, 

6,62+6,63+6361—6^  —  62  —  61  ; 

=  3(6,62+ 6263+ 636,)  =  9/>;  < 

mais  le  premier  membre  se  décompose  comme  il  suit:      J 

—  (6,  +  62./  +  63/2)  (6,  +  6272+637)  =  9/),  • 

\ 

et  chacun  des  facteurs  entre  parenthèses  est  respecti-     ! 

vement  égal  à  3c  et  à  3d  comme  il  est  aisé  de  s'en 

rendre  compte. 

Il  vient  donc 

cd  =  -p  =  'ip. 

La  même  propriété  a  lieu  pour  les  triangles  équ [la- 
téraux construits  sur  M,  M2M3. 

Pour  que  U  se  trouve  sur  la  droite  FF'  (et  dans  ce     ■ 


(  >95) 
cas  V  se  trouve  aussi  sur   cette  droite),  il  faut  et  il 
suffit  que  />^,  q^ -^  r'^  et,  par  conséquent,   A  aient  des 
des  arguments  égaux  (modTi). 

Dans  ce  cas,  les  sommets  A<,  A2,  A3  sont  également 
sur  FF'  ou  forment  un  triangle  isoscèle  ayant  cette 
droite  comme  axe  suivant  que  A  est  négatif  ou  positif 
en  prenant  FF'  comme  axe  initial  de  coordonnées. 


[H5a] 

ii\rÉ(iH4no\  m  l'éoiatio.\  différentielle  linéaire 

A  COEFFICIENTS  CONSTANTS; 

Par  m.  J.-B.  POMEY. 


Soit  l'équation  différentielle  linéaire  à  coefficients 
constants  et  à  second  membre 

Je  pose 

F(2)  =  z'«+  ai^'«-»  +  . .  .+  «,„. 

L'équation 

F(^)  =  o 

est   l'équation  caractéristique,    dont  j'appelle  les   ra- 
cines a,,  aa,  .  .  .,  a^.  Je  les  suppose  inégales. 

L'équation  différentielle  elle-même  pourra  s'écrire 
symboliquement,  pour  abréger, 

J  aurai 

F'(^)3=ai='(a/-ai)(a/  — a5;)...(a/  — a,-_,)(ai  — a/+,).,.(aj— a,„). 


(  '96) 
Je  pose 

F'(z),:.a.=  F'(a,)  =  af-^-+-Maf-2  +  7?'2a7^-3  +  . ..+  />'„,_,, 

ce  qui  de'termine  les  coefficients  jo'.  J'écrirai  symboli- 
quement, pour  abréger, 

Enfin,  je  poserai  aussi 


^  0 


et  je  remarque  qu'il  y  a  m  intégrales  de  ce  genre. 

Cela  posé,  la  solution  y  qui,  pour  a?  =  o,  se  réduit 
à  yo  6n  même  temps  que  ses  m  —  i  premières  dérivées 
deviennent  égales  àjo,  yl,  .  .  . ,  y^^~^\  est  donnée  par 
la  formule 

i 

C'est  cette  formule  que  nous  proposons. 

Pour  la  vérifier,  il  suffit  de  former  les  dérivées  suc- 
cessives; on  a  ainsi 


m-\ 


Or,  en  vertu  des  identités  d'Euler,  toutes  ces  formules 
se  réduisent;  on  a,  en  effet, 


(  197  ) 
Formons  Fj,  il  vient 

et  celte  équation  se  réduit  à 

parce  que  a/  est  racine  de  F (5). 

Donc  y  est  solution. 

Pour  montrer  que  y  et  ses  dérivées  successives  se 
réduisent  à  jo?  Jo'  •  •  •  '  Jo'"^  '  j^  forme  l'expression  : 

y{m-V  +  pi^  yim-i)  +  .  .  .  +  ^;^,_,  y 

d'après  les  valeurs  de  ces  dérivées  simplifiées  par  les 
relations  d'Euler  et  j'obtiens  : 

^J  F  (ccj)  ' 

j 

Le    second  membre  est    une    fonction  linéaire  des 

quantités  yo^To  '  •  •  •  '  J'o"  '  '  ^"^'  dans  la  formule  pro- 
posée pour  notre  intégrale,  jouent  le  rôle  de  con- 
stantes arbitraires.  Il  faut  les  déterminer,  ce  qui  peut 
se  faire,  en  donnant  à  a:  la  valeur  zéro  dans  l'équation 
précédente  et  dans  les  équations  du  même  Ijpe,  obte- 
nues en  donnant  à  i  les  valeurs  i,  2,  3,  .  ,  . ,  m.  Or,  si 
dans  l'équation  précédente,  nous  faisons  a?  =  o,  nous 
avons  Iy=o,  e^)^  =z  i;puis  Fîj((ay)  =  o  dès  que  test  dif- 
férent dey  et,  pour  i  =/,  nous  avons  F^,(a/)  =  F'(a/). 
L'équation  se  réduit  donc  à  la  suivante  où,  dans  le 
premier  membre,  les  quantités  yo?  •  •  -5^0 '''^  sont  les 
valeurs  de  y  et  de  ses  m — i  premières  dérivées  pour 
a?  =  o,    savoir 

ce  qui  est  une  identité.  Donc  les  inconnues  yo 7  JKo'  •••^ 


(  >98) 
yi)"'"''  qui  figurent  dans  les  seconds  membres  doivent 
bien  avoir  les  valeurs  qu'on  leur  a  données;  les  con- 
stantes arbitraires  yo,  Xq-,  .  .  . ,  J)'o"~''  sont  bien  égales 
aux  valeurs  de  y  et  de  ses  (?n  —  i)  premières  dérivées 
pour  X  =  o. 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  que  le  déterminant  des 
équations  qui  déterminent  les  valeurs  à  donner  aux 
constantes  arbitraires  est  différent  de  zéro,  de  telle 
sorte  qu'il  n'y  a  pas  d'autre  solution  possible  pour  les 
valeurs  à  leur  attribuer  que  celle  qui  a  été  indiquée. 
Si,  en  effet,  il  y  avait  une  relation  linéaire  identique 
entre  les  FJ^  (j^o)^  comme  ce  serait  le  cas  si  le  déter- 
minant s'annulait,  on  aurait 


2a.F'^/jo)  =  o. 


Or  je  dis  que  toutes  les  quantités  A,,  A^^..  .  . ,  A;;,  sont 
nulles. 

Pour  prouver,  par  exemple,   que   Ion  a  A/r^  m.    il 
suffit  de  poser 

Vu  —  I  .  .1  „  —  3/,  J  0  —  ï^-  ,  J  0  —  3^ 

On  a  alors,  en  général, 

si  y  est  diirérenl   de  /:   mais  comme   les   racines   sont 
simples,  on  a 

d'où 

2  A  j  V'^. (  a,  )  =  A ,  F' (  a/ )  =  o 

et^  par  suite  :  A/=  o. 

Il  est  donc  prouvé  que  le  déterminant  n'est  pas  nul. 

Les^traités  de  calcul  différentiel  indi(juent  bien  que 
l'intégration    de    l'équation    diirérenlicUe    linéaire   à 


(  199  ) 
second  membre  se  ramène  aux  quadratures,  quand  on 
sait  intégrer  l'équation  sans  second  membre,  mais  je 
n'ai  pas  vu  la  solution  explicite  que  je  viens  de  donner 
dans  le  cas  de  l'équation  à  coeflicients  constants.  Je 
trouve  qu'il  y  a  une  certaine  analogie  entre  la  formule 
que  je  propose  et  la  formule  d'interpolation  de  La- 
grange. 


CORHESPO^DA^CE. 


M.  L.  Poli.  —  Solutions  des  questions  774  et  1444. 
—  La  solution  de  la  question  774  est  donnée  dans  la 
Théorie  des  nombres  d'En.  Lucas,  Tome  1  (seul 
publié),  pages  92-93.  Cette  question,  de  Prouhet, 
remontant  à  1866,  doit  donc  disparaître  de  la  liste  de 
celles  qui  sont  restées  sans  solution. 

Il  en  est  de  même  pour  la  question  1444,  de  Gesàro, 
dont  la  solution  se  trouve  dans  l'Ouvrage  précité, 
page  267. 

M.  F.  Egan.  —  Sur  la  solution  de  la  question  1511 
(1918,  p.  70).  —  La  solution  de  M.  Chapuis  n'est  pas 
tout  à  fait  exacte.  Un  système  de  deux  droites  n'est 
pas  une  forme  intermédiaire  entre  ellipses  et  hyper- 
boles, à  moins  que  les  droites  ne  soient  parallèles.  11  y 
a  trois  couples  de  droites  satisfaisant  cette  condition  ; 
par  exemple  BG  et  la  parallèle  passant  par  A.  Chaque 
couple  a  une  infinité  de  centres,  situés  sur  l'un  des 
côtés  du  triangle  médian.  C'est  donc  ce  triangle  qui 
doit  remplacer  le  triangle  ABC  dans  le  raisonnement 
de  M.  Chapuis. 


(    200    ) 

L'analyse  conduit  assez  rapidement  à  la  même  con- 
clusion. Soit 

lyz  -h  m  zx  -h  n  xy  =  o 

une  conique  circonscrite  à  ABC.  En  éliminant  z  entre 
cette  équation  et  celle  de  la  droite  à  l'infini, 

X  -\-  y  -4-^  =  0, 

on  obtient  une  équation  dont  le  discriminant 

A  =  (/-f-m  —  ^)2— 4/m 

décidera  par  son  signe  si  la  conique  est  une  ellipse  ou 
une  hyperbole.  Or,  si  le  centre  est  (a,  p,  y),  on  trouve 


/ 


m 


n 


d'où 


l  -h  m  —  n 

Y  (  a  -+-  p  —  Y  )  ~     ~  (Y-4-a  — [3)(^  +  Y  — «)  ' 


A  =  _  62(a  +  p  -  y)  (13  H- Y  -  a)  (  Y -+- a  -  ?)  (a  H- p -^  Y)- 

Donc  A  change  de  signe  chaque  fois  qu'on  traverse 
l'un  des  côtés  du  triangle  médian.  A  l'intérieur  de  ce 
triangle,  A  a  le  signe  négatif,  la  conique  est  donc  une 
ellipse. 


EllRATA. 


1918,  page  io5,  ligne  8,  au  lieu  de  on  nous  a,  lire  or  nous  avons. 
1918,  page  io5,  ligne  i4,  «w  lieu  de  de  cercle,  lire  de  ce  cercle. 
1918,  page  106,  ligne  12,  au  lieu  de  cercle  C,  lire  cercle  inscril  C. 
1918,  page  106,  ligne  i3,  ou  lieu  de  cet  lire  celle. 


(   '>-o^    ) 


[U2±] 


m\  LES  SYSTÈMES  LINÉAIRES  TA\(j1Ei\TIELS 
DE  CO\ï(JL'ES  ; 


Par  m.  R.   HKICARD. 


1.  Proposons-nous  d'abord  de  chercher  les  cercles- 
qui  font  partie  d'un  réseau  tangentiel  (système  linéaire- 
à  deux  paramètres)  de  coniques  donné. 

Soient 

(i)  f(u^ç^w)=      au'^ -\- a' v'^ -\- a" w^ 

-\-  2  bvw  -^  ib'  wu  -+•  2  h"  uv  =  o 

l'équation  tangentielle  d'une  conique  G  et 

(•2)     F{x,y,  i)  =  A^2^_A>2_^'2B"a:7-r-2B'a7  +  2B7  +  A"  =  o 

son  équation  ponctuelle  en  coordonnées  cartésiennes 
rectangulaires.  On  sait  que  les  coefficients  A,  A'^  ... 
sont  proportionnels  aux    mineurs   correspondants  du 

déterminant 

a     b"     b' 

b"     a'      b 
b'      b     a" 

Pour  que  G  soit  un  cercle,  il  faut  qu'on  ait 
B"=o,        A  — A'=o 


ou 

(3) 
(4) 


bb'-a"b"=o, 
a'a"-b-^-  au"  -^b'-^  =  o. 


Supposons  que  G  fasse  partie  d'un  réseau  tangentiel 
Ann.  de  Mathémat,,  4'  série,  t.  Wlil.  (Juin  1918.)  16 
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défini  par  l'équation 

/=Àl/l-->2/2-^>^3/3=0, 

fi  =  ai  w-  -h  a^-  p-  -r- .  .  . . 


OU 

On  a 


a  =  «1  Ài-f-  a,  >,2-4-  as  X3,  " 
a'  =r-  a\  À]  H-  a 2 Xj H-  «3 ^^3, 


Si  l'on  considère  A| ,  ).o  et  A3  comme  des  coordonnées 
homogènes,  les  équations  (3)  et  {\)  représentent  deux 
coniques  qui  se  coupent  généralement  en  quatre  points. 
On  en  conclut  qu'il  existe  en  général  quatre  cercles 
dans  un  réseau  tangentiel  de  coniques.  On  peut  pré- 
voir des  cas  où  il  j  en  aura  une  infinité. 

2.  Cherchons  à  déterminer,  sous  une  forme  aussi 
simple  que  possible,  la  relation  qui  existe  entre  ces 
quatre  cercles.  On  pourrait  poursuivre  à  cet  effet 
l'étude  du  système  (3),  (4).  Mais  il  vaut  mieux  pro- 
céder de  la  manière  suivante  : 

Soient  (A),  (B),  (C)  Irois  cercles  donnés,  ayant 
pour  centres  les  points  A,  J^,  C  et  dont  les  rayons 
sont  Rrt,  Rô,  Rf.  Cherchons  un  quatrième  cercle  (D  1, 
de  centre  D  et  de  rayon  R^/,  appartenant  au  réseau 
tangentiel  défini  par  les  trois  premiers. 

Pour  n'aborder  que  le  cas  général,  je  supposerai  que 
les  points  A,  B,  C    ne  sont  pas  en  ligne  droite  (  '  ). 

Soient  :r, ,  j'i  les  coordonnées  cartésiennes  rectan- 
gulaires du  point  A.  L'équation  tangentiello  du  cercle  A 
s'obtient    immédiateuieul  en   ('crivant  ([ue  la  distance 


(•)  si  les  points  A,  li,  C  sont  en  ligne  droite,  on  trouve  une 
iofinitc  de  cercles  (D),|(lont  les  centres  I>  sont  sur  la  droite  ABC 
et  qui  sont  bitangenls  à  la  conitjuc  hilangcnte  aux  cordes  (A  . 
(B),  (C). 
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du  point  A  à  une  tangente  au  cercle  est  (;gale  à  R^,  ce 

qui  donne 

A2_K2S  =  o, 

en  posant 


Les  équations  des  cercles  (B),  (G),  (D)  ont  des 
formes  analogues. 

Si  les  quatre  cercles  font  partie  d'un  réseau  tan- 
gentiel,  on  a  l'identité 

(5)  a(A2-R2S)-hP(B2_R|S) 

+  Y(G2-R2S)+8(D2— R2S)  =  o, 

a,    p,    y,    ù  étant  certains    coefficients.    Or  cela  peut 
s'écrire 

8D2— (aR2+^R|  +  YR2-+.ôR2^S=— aA2— [3B2  — yG2. 

Le  premier  membre,  égalé  à  zéro,  donnerait  l'équa- 
tion tangentielle  d'un  cercle  de  centre  D;  le  second 
membre,  égalé  à  zéro,  celle  d'une  conique  conjuguée 
au  triangle  ABC  Par  conséquent  D  est  nécessairement 
le  centre  du  cercle  conjugué  au  triangle  ABC,  c'est- 
à-dire  l'orthocentre  de  ce  triangle,  l^a  relation  entre 
les  points  A,  B,  G,  D  est  symétrique.  Disons,  pour 
abréger,  qu'ils  forment  un  système  orthocentrique, 

Gherchons  maintenant  une  relation  entre  les 
rayons  R^,  R^,  R^,  Rr/.  A  cet  effet,  remarquons 
que  chacun  des  points  A,  B,  G,  D  est  le  centre  d'un 
cercle  conjugué  au  triangle  formé  par  les  trois  autres. 
Désignons  par  p^,  p^,  p^.,  oa  les  rayons  des  quatre 
cercles. 

On  a,  entre  les  points  A,  B,  G,  D^  la  relation 

,..  A2        B2        G2        D2 

?h       ?c        9d 
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Elle  peut  en  effet  s'écrire,  par  exemple 


A2—  02Sr=—  4b2—   4c2-    ^  D'- 
?l  ?c  ?d 

et  exprime  bien  que  le  cercle  de  centre  A  et  de  rayon  c^ 
est  conjugué  par  rapport  au  triangle  BCD. 

La  relation  (5)  et  la  relation  (6)  doivent  être  iden- 
tiques (  *  ) .  On  a  donc 

Si  l'on  désigne  par  K  la  valeur  commune  de  ces  quan- 
tités, il  vient 


K  K 

9  à  ?i 


d'où 

et  enfin 

(7) 


R2  R.2  R2  R2 

i-  -^  7T  +  ry  -+-  Ta- 


?h        91        9-         9d 


R^^    R?        B^    ,    R; 


.2 


P«        9b         9c        ?7i 

En  résumé  : 

//  existe  en  général  quatre  cercles  dans  un  réseau 
tangentiel  de  coniques.  Leurs  centres  forment  un 
système  orthocentrique  et  leurs  rayons  R^^  R*,  Rt  » 
R,/  satisfont  à  la  relation  (j^i,  p^,,  o^,  o^.  p^  dési- 
gnant les  rayons  d^  cercles  conjugués  aux  qua tu- 
triangles  formés  par  les  quatre  points. 

On  j^eut  encore  donner  à  la  relation  entre  Ie.>  qualro 
cercles  une  forme  géomélrique  qui  permet  de  construire 

(')  Si  eu  elVcl  CCS  deux  relations  éUiiciil  (lisliacles.  on  en  con- 
clurait, par  l'élimination  de  S,  (|ue  la  conique  i-éduilc  au  poinl 
doiil)le  l),  p;ir  exemple,  est  conjuguée  paî*  rapport  au  triangle  ABC, 
ce  qui  n'est  [)as  vrai. 
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run  d'eux,  étant  donnés  les  trois  autres.  Pour  cela, 
remarquons  d'abord  qu'étant  données  quatre  coniques 
(A),  (B),  (G),  (D)  appartenant  à  un  même  réseau  tan- 
gentiel,  leurs  quatre  cercles  orthoptiques  ont  même 
centre  radical.  En  effet  il  existe  par  hypothèse  entre 
les  premiers  membres  des  équations  tangentielles  des 
coniques  une  relation 

qui  peut  s'interpréter  ainsi  :  il  existe  une  conique  (G) 
dont  l'équation  s'écrit  indifféremment 

aA  +  pB  =  o, 
yC  H-  0  D  =  o, 

et  qui  appartient  par  conséquent  à  la  fois  au  faisceau 
tangentiel  déterminé  par  (A)  et  (B)  et  au  faisceau 
tangentiel  déterminé  par  (G)  et  (D). 

En  vertu  d'un  théorème  classique,  les  cercles  orthop- 
tiques de  (A),  (B),  (G)  ont  même  axe  radical;  de  même 
les  cercles  orthoptiques  de  (G),  (D),  (G).  De  là  résulte 
la  proposition  énoncée. 

Gomme  le  cercle  orthoptique  d'un  cercle  de  rayon  R 
est  le  cercle  concentrique  de  rayon  Rv/2,  on  voit  aisé- 
ment comment,  étant  donnés  les  cercles  (A),  (B),  (G), 
on  construira  le  cercle  (D)  dont  on  connaît  déjà  le 
centre. 

3.  Etudions  maintenant  la  correspondance  entre  les 
foyers  des  coniques  du  réseau  tangentiel.  On  peut 
supposer  celui-ci  défini  par  les  trois  cercles  (A),  (B) 
et  (G).  L'équation  générale  des  coniques  est  donc 

(8)     X(A2-R2S)h-[jl(B2_  R2S)  +  v(G-^— R2S)  =  o. 
Soient  P,  Q,  R  les  pieds  des  hauteurs  du  triangle 
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ABC  (ce  sont  aussi  les  pieds  des  hauteurs  des  triangles 
BCD,  GDA  et  DAB).  Je  dirai  que  le  triangle  PQR 
est  le  triangle  pédal  du  système  orthocentriqiie 
(A,  B,  G,  D)  et  aussi  du  réseau  tangentiel  considéré. 
Le  point  A  par  exemple  est  le  centre  d'un  cercle  (A') 
tangent  aux  côtés  du  triangle  PQR. 

Soient  A^  le  premier  membre  de  Féquation  langen- 
tielle  de  ce  cercle  et  r^  son  rayon,  de  sorte  qu'on  a 

d  o  îi 

A2=A'-hr2S. 

Soient  de  même 

C2=:G'H-r2S. 

L'équation  (8)  peut  s'écrire 

X[A'-f-(r2_R^)S] 

+  ,a[B'-4-(r;,-R7;)S]+v[G'+(/';.-R^')S]  =  o, 

et  l'on  voit  que  la  conique  représentée  par  cette  équa- 
tion est  homofocalc  à  la  conique 

(9)  XA'H-{j.B'-f-vC'=o. 

Mais,  comme  A',  B',  G'  sont  trois  coniques  inscrites 
au  triangle  PQR,  il  en  est  de  même  de  la  conique  (9). 
Ainsi  : 

Les  coniques  d\in  réseau  tangentiel  sont  liouiofo- 
cales  aux  coniques  inscrites  au  triangle  pédal  du 
réseau. 

Il  en  résulte  que  la  correspondance  entre  les  foyers 
des  coniques  d'un  réseau  tangentiel  (juelconque  n'est 
pas  plus  générale  que  la  correspondance  entre  des 
foyers  des  coniques  inscrites  dans  un  triangle;  on 
sait  que  cette  dernière  correspondance  consiste  en  teci  : 


à 
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les  deux  foyers  de  l'une  quelconque  de  ces  coniques 
sont  deux  points  inverses  par  rapport  au  triangle. 

Enonçons  encore  la  propriété  particulière  suivante, 
qui  se  déduit  immédiatement  des  développements  qui 
précédent  :  les  coniques  conjuguées  par  rapport  à 
un  triangle  sont  homofocales  aux  coniques  inscrites 
dans  son  triangle  pédal. 

4.  Abordons  maintenant  les  systèmes  linéaires  tan- 
gentiels  de  coniques,  à  trois  paramètres  (je  dirai  plus 
brièvement  :  les  83).  Ils  contiennent  évidemment  une 
infinité  de  cercles.  Glierclions  le  lieu  de  leurs  centres, 
en  nous  bornant  à  l'étude  du  cas  général. 

Soient 

fi=  aiU^-t-,..  —  o         (1=1,2,3,4) 

les  équations  tangentielles  de  quatre  coniques  quel- 
conques, et 

/  =  aii"^  + . . .  =  Xi/t  -f-  X2/2  -h  X3/3  -h  X4/4  =  o 

l'équation  d'une  conique  quelconque  du  S3  qu'elles 
déterminent.  Pour  que  /  soit  un  cercle,  on  doit  avoir, 
comme  on  l'a  vu, 

(3)  bb'—a"b"=o, 

(4)  a'a"—b'--aa"^b"^=o. 

L'équation  tangentielle  du  centre  de /est 

y,';,  =  b' K  -{-  bv  -\-  a"  w  =0. 

Ce  centre  a  donc  pour  coordonnées  cartésiennes 

-!L  -  L 

d'où 

6'=  a"  X,         b  =  a"  y. 
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Les  équations  (3)  et  (4)  j^eiivent  donc  s'écrire 


h" 

-  « 

h  x2  —  jK'  =  o. 


D'autre  part,  a",  U ^  a' — a,  b'  et  b  sont  cinq  fonc- 
tions linéaires  et  homogènes  des  quatre  variables  A|, 
}^o,  )v3^  A4.  Il  existe  donc  entre  ces  cinq  quantités  une 
relation  linéaire  et  homogène,  que  l'on  peut  écrire 

—  {a' —  a)  H-  hb" -^  Ib'  -h  inb  +  na  =  o, 

/. .  /,  /;?,  7?  étant  des  constantes,  ou 

a'-  a        ,  b"        ,  b'  b 

ou  enfin,  d'après  les  relations  précédemment  écrites. 

X-  —  y--i-  kxy  -^  Ix  -\-  m  y  -i-  n  =  o, 

ce  qui  représente  une  hvj^erbole  équilatère.  Ainsi  : 

Le  lieu  des  centres  des  cercles  d'un  S3  esi  une 
liyperbole  équilatère  H. 

Si  (A),  (B),  (C)  sont  trois  quelconques  de  ces 
(cercles,  de  centres  A,  B,  (',  ils  déterminent  un  réseau 
langentiel  qui  contient  un  quatrième  cercle  (D)  donl 
le  centre  D  est  l'orthocentre  de  AB(1.  Ce  cenlre  appar- 
tient bien  à  H,  ce  (pil  concorde  avec  le  fait  que  \c 
réseau  considéré  fait  partie  (hi  S3. 

V>.  Il  existe  dans  le  S;}  une  infinité  de  coni(pu*s  avant 
un  fover  donné,  (^uel  est  le  lieu  du  second  lover  F' 
{je  veux  dire  du  second  foyer  réel,  si  F  est  réel,  du 
second  foyer  imaginaire,  si  F  est  imaginaire)?  Les  co- 
niques considérées  sont  assujetties  à  quatre  condilion> 
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tangentielles  linéaires,  deux  par  le  fait  qu'elles  sont 
au  S3,  deux  par  le  fait  qu'elles  touchent  les  isotropes 
issues  de  F.  Elles  forment  donc  un  faisceau  tangentiel 
et  touchent,  outre  ces  isotropes,  deux  droites  MX 
^t  MY.  D'après  le  théorème  de  Poncelet,  MF  et  MF' 
sont  également  inclinées  sur  MX  et  M  Y.  MF'  est  donc 
«ne  droite  fixe,  et  c'est  le  lieu  demandé. 

Ce  résultat  se  précise  par  la  considération  de  l'hyper- 
bole H. 

Soient  F  et  F'  les  deux  foyers  d'une  conique  quel- 
conque G  du  S3.  Soient  A I  et  A^  les  deux  points  où  FF' 
rencontre  H.  Il  existe  deux  cercles  (A,),  (A2)  de 
centres  A,  et  A2,  appartenant  au  S3. 

Considérons  le  faisceau  tangentiel  déterminé  par  ces 
deux  cercles.  11  contient  une  seule  conique  ayant  son 
foyer  en  F,  et  cette  conique,  faisant  partie  du  S3,  se 
confond  nécessairement  avec  C.  Son  second  foyer  F' 
est  le  conjugué  harmonique  de  F  par  rapport  à  A,  A2 
[car  les  foyers  des  coniques  du  faisceau  tangentiel 
défini  par  (A,)  et  (A2)  forment  sur  A,  A2  une  involu- 
tion  dont  A<  et  A2  sont  les  points  doubles].  F'  appar- 
tient donc  à  la  polaire  de  F  par  rapport  à  H.  Ainsi  : 

Le  lieu  des  seconds  foyers  F'  des  coniques  du  S3 
qui  ont  un  foyer  donné  F  est  la  polaire  de  ce  point 
par  rapport  à  H. 

Observons  que  A|,  Ao,  A3  étant  trois  points  quel- 
conques de  H,  celle  des  coniques  du  réseau  tangentiel 
<léfîni  par  les  cercles  (A<),  (A^),  (A3)  qui  a  son  foyer 
en  F  est  l'une  des  coniques  considérées.  Or  on  a  vu 
au  n°  3  que  le  second  foyer  F'  de  cette  conique  est 
l'inverse  de  F  par  rapport  au  triangle  pédal  de  A,  A2A3. 
On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

A,,  A2,  A3  étant  trois  points  quelconques  d'une 


(  ^l<'->  ) 

hyperbole  éqailatère  H  et  F  étant  un  point  quel- 
conque de  son  plan^  r inverse  de  F  par  rapport  au 
triangle  pédal  de  AiAoAs  appartient  à  la  polaire 
de  ¥  par  rapport  à  H. 


[K^5] 

^0 TE  SUR  LES  TRIANGLES  ISOLOGIQUES  ;  ^ 

Par  m.  V.  THÉBAULT. 


D'une  manière  générale,  deux  triangles  ABC  et 
AiBiCi,  situés  dans  un  même  plan,  sont  isologiques 
lorsque  les  obliques,  menées  respectivement  de  A,  B,  C 
à  BiC<,  C|  A,,  A,  B,  sous  un  même  angle  6,  dans  le 
même  sens  de  rotation^  sont  concourantes.  Il  en  résulte 
d'ailleurs  que  les  obliques  menées  de  A,,  B,,  C,  à  BG, 
CA,  AB,  sous  le  même  angle,  dans  le  sens  opposé^ 
sont  aussi  concourantes. 

Or,  si  l'on  considère  un  triangle  A,B,C,  aplati^ 
c'est-à-dire  ayant  ses  sommets  alignés  sur  une  même 
droite  A,  la  définition  précédente  est  en  général  défec- 
tueuse quant  à  la  deuxième  partie.  Les  obliques 
menées  de  A,  B,  G  surB,G,,  G,A<,  A,B,  sont  con- 
courantes (point  de  concours  à  l'infini),  mais  celles 
qui  sont  tracées  de  A,,  B,,  G,,  sur  BG,  GA,  AB  ne  le 
sont  pas  nécessairement. 

Il  nous  semble  intéressant  de  rechercher  dans  quelles 
conditions  deux  triangles  ABGetA|B,G|,  dont  le  der- 
nier est  aplati,  sont  isologiques. 

1.   Soient    un    triangle    ABG    et    une   droite   quoi- 
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conque  A  de  son  plan  contenant  trois  points  A^,  B, 
et  C| ._  Les  droites  Bi ,  82,  03  issues  respectivement  de  A, 
B,  G  et  taisant  avec  A  un  même  angle  6  sont  parallèles 
(point  de  concours  à  l'infini).  Traçons  deux  droites 
Al  iû  et  B^  to  faisant  respectivement  avec  BC  et  GA, 
dans  le  sens  opposé  de  rotation,  un  même  angle  0. 

Une  translation  parallèle  à  A,  suivant  BB,  par 
exemple,  amène  B,  en  B,  A^  en  ai,  G|  en  c,  sur  une 
droite  A,,  et  to  en  to,.  La  démonstration  générale  se 
déduira  par  une  translation  inverse  qni  mènera  A, 
en  A. 

Par  to,  traçons  la  droite  (0<K  faisant  avec  BA 
l'angle  0.  Elle  rencontre  A,  en  K. 

Désignons  par  a,  p,  y  les  angles  de  la  droite  A  res- 
pectivement avec  les  côtés  BG,  GA,  AB.  Les  droites 
Bto,,  ajtoi,  Kto<,  étant  antiparallèles  par  rapport  aux 
angles  A,  B,  G  du  triangle,  forment  entre  elles  les 
angles 

A  ou  180°— A,     B  ou   i8o°— B,     C  ou   180°— G. 

Ges  droites  forment  avec  A  des  angles 

(6  — a)  ou  180°— (0 -ha), 
(6  — (3)  ou  180"— (6 -+- [i), 
(6  — y)     ou     180°— (6 -f- y). 

Dans  les  triangles  Bco,  ai  et  ai  0)4  K.,  par  exemple,  on 

a  donc 

B«i         sinB        sin(0dz3) 

aïK        sin  G        sin(OzbY)' 
d'où 

Bai  _  AB        sin(e±  fi)^ 
^'^  ^7k  "■  ÂG  ^  sin(ôdz  y)' 

les  signes  -[-  et  —  étant  convenablement  groupés. 
Pour  que  la  droite  issue  de  C^  faisant  a^ec  AB 
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Vangle  Ô,  passe  en  oj,  il  faut  et  il  suffit  que  Iv  coïn- 
cide avec  C|,  c est-à-dire  que  la  relation  (i)  soit 
vérifiée. 

Telle  est  la  condition  de'terminant  le  triangle  aplati 
B,A<Gi,  B|  et  A,  étant  donnés.  Deux  relations  ana- 
logues fixent  A,  et  Bj,  si  Ton  donne  Bi  et  G|  ou  A, 
et  G| . 

2.  Dans  les  Nouvelles  Annales  ('),  nous  avons 
étudié  le  cas  particulier  de  la  figure  où  les  droites  qui 


joignent  les  sommets  des  triangles  ABC  et  A,B,C, 
sont  parallèles.  11  est  aisé  de  constater  (jue  la  rela- 
tion (i)  j  est  vérifiée,  car 


BA, 

A, G, 

RG 

AB^^  sin(0-[i) 
~  AG  '^  sin(O-^Y) 

(')  Généralisation   d'un   théorème  de  M.    T.  Lemovnc,    191^. 
p.   n8. 
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Enfin  dans  ce  dernier  cas,  si  H  =  90", 

BiAi  _  _  AB       cosp  ^ 
AiGi  ~       AG        cosy 

Ainsi  se  trouve  établi  et  généralisé  le  théorème  fon-- 
damental  de  M.  Neuberg  sur  l'orthopôle  : 

Soient  A',  B',  G'  les  projections  des  sommets  du 
triangle  ABC  sur  une  droite  quelconque  A  de  son 
plan.  Les  perpendiculaires  abaissées  de  A.'  sur  BG, 
de  B'  sur  GA ,  de  CJ  sur  AB  concourent  en  un  même 
point  0). 

L'orthopôle  o)  de  A  par  rapport  au  triangle  ABG  est 
donc  l'un  des  centres  orthologiques  des  triangles  ABG 
et  A,  B,  G, ,  le  second  centre  étant  à  l'infini. 

3.  Les  propriétés  de  l'orthopôle,  dans  les  cas  parti- 
culiers de  la  droite  A  par  rapport  au  triangle,  sont 
parfois  bien  suggestives  pour  les  élèves.  Nous  en  avons 
proposé  un  certain  nombre  de  ce  genre  dans  le  Journal 
de  Vuibert,  19107  pages  7  et  76;  dans  V Education 
mathématique^  191^5  P^ê^  i^i. 

Ainsi,  si  A  se  confond  avec  l'un  des  côtés  du  triangle, 
son  orthopôle  devient  l'orthocentre  du  triangle.  A  A', 
BB',  GG'  sont  les  hauteurs,  lesquelles  sont  par  consé- 
quent concourantes. 

Il  est  à  remarquer  que  les  hauteurs  sont  les  seules 
droites,  issues  des  sommets  du  triangle,  qui  soient 
concourantes  tout  en  faisant  avec  les  côtés  un  même 
angle,  dans  le  même  sens  de  rotation. 

Gette  propriété  a  permis  à  M.  R.  Marchaj  d'obtenir 
ce  remarquable  théorème  qui  semble  par  suite  spécial 
aux  triangles  orthologiques  (')  : 


03-«l^ 


(')  Journal  de  Vuibert^  1916,  p.   70. 
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Deux  triangles  /VBC,  la^b^c  étant  tracés  dans  un 
même  plan^  si  par  A,  B,  G  on  abaisse  respective- 
ment  sur  I^Ic,  Icla?  ^a\h  les  perpejidiculaires  I^I'^, 
J^  I^I'c)  ^'h^a  ^^^  détermijient  un  triangle  I^I^Ic  \  ^^  ^^^ 
de  même  on  abaisse  de  I^,  I*,  le  les  perpendiculaires 
B'C,  C'A',  A'B'  sur  BG,  GA,  AB  qui  déterminent  le 
triangle  A'B'G'.  on  a  la  relation 

(aire  ABC)  x  (  A'B'C)  =  (aire  I^^IaIc)  X  (aire  T^I;  I^  ). 


SOLUTIOXS  DE  OUESTFOXS  PROPOSÉES. 


2263. 

I  191o,  p.  <78.) 


Dans  un  triangle  ABC,  Ai,  Bi,  Gj  sont  les  milieux  des 
côtés  BG,  GA,  AB  ;  D,  E,  F  sont  les  contacts  de  ces  côtés 
avec  le  cercle  inscrit  I,  cp  le  point  de  Feuerhach  et  Pi,  Qi,  Rj, 

Pj,  Q2,  R2  les  projections  orthogonales  de  cp  sur  les  côtés 
des  triangles  AiBjCi  et  DEF.  Démontrer  les  relations  : 


1 


Aix  cpBix  cpCi  _  /_5_y. 

f  D  X  <p  E  X  9  F     ~  \-2.r  J  ' 


sin  A         si  11  B         si  11  G 

=  o 


oP,  cpQ,  cpR 


A  B  G 

cos  —        cos  —        cos  — 

oVo  0Q2  9Hî         *  ■ 

N  .  Tiu:dvilt. 

SOLITION 

Par  M.  H.  (iOORmaoiitigu. 

i"  Soient  I  et  0  les  centres  des  cercles  inscrit  et  circonscrii 


(  2.5  ) 

au  iriangle  ;  on  a,  d'une  part  C^  ), 

(b-c)R  (c  —  a)R  (a-b)R 

La  solution  de  la  question  2262  montre,  d'autre  part,  que 

r.        jh  —  c                            c  —  a                            a  — h 
cpD  =  A- -,  cpii  =  /t -,  (pF  =  /c ^. 

sin  —  sin  —  sin  — 

2  2  2 

Le  facteur  k  se  calcule  en  exprimant  que  la  somme  algébrique 
des  aires  E'pF,  FcpD,  DcpE  est  égale  à  celle  du  triangle  DEF. 
On  a  ainsi 

-''2^ — .    B   .    G      ^«^:i  -^S, 

sin  —  sin  — 

2  1 

S'  désignant  l'aire  du  triangle  DEF.  Si  l'on  observe  que 

—  S«(c  — «)(«  — ô)  =  4  S(R  — 2r), 

o,  ,         A         B         C 

Î5   ==  2r2  cos  —  COS  —  COS  —i 
2  2  2 

on  obtient  aisément 

r2  r« 


^''       4H(R  — 2/')  — ^' 


et,  par  suite, 


4 


01 


,.n  -    {h  —  c)r  {c—a)r  (a  —  b)r 

^        Â'       ^        b'       "^        C' 

2  01  sin—  2  01  sin-  2  0lsin- 

2  2  2 

Par  conséquent 

oAiX  cpBiX  cpGi        R3    .    A    .    B    .     C        R3     r         /  R  \2 

p: r; PT"  =  —7  Sin  —  SIU  —  Sin  —  =   -—  -— -  =       . 

<p  D  X  cp  E  X  cp  F  r^         2         2         '1         ;-3    4  R        \  a  ;•  / 

2°  et  3"  Les  relations  proposées  résultent  immédiatement 
de  l'équation  du  cercle  circoncrit  à  un  triangle  en  coordonnées 
normales,   si  l'on   observe  que  les  côtés  du  triangle  AiBiGi 


(^)    Voir  Journal  de  Vuiberi,  34<^  année,  p.  5  et  p.  5i.   FoiV  aussi 
Mathesis,  1914,  solution  de  la  question  193i. 


(  2i6) 

sont  proportionnels  à  sin  A,  sinB,  sin  C  et  ceux  du  triangle  DEF 

proportionnels  à  cos  -  A,  cos  -  B,  cos  -  G.  La   relation  du  9," 
'^     ^  2  11 

s'applique  à  tout  point  du  cercle  des  neuf  points,  celle  du  j" 

à  tout  point  du  cercle  inscrit. 

Au  moyen  des  relations 


'  '  '  o  —  c         c  —  a       a  —  b 

sin  —  A      sin  -  1)      sin  -  C 

-     «pPs:  ?Q2  :  «5H2= -7 — ^ — : : t' 

'  '  '  0  —  c         c  —  a        a  —  o 

on   obtient  aisément  des   relations  qui  ne  s'appliquent  qu'au 
point  ^,  par  exemple  : 


oP,  cpQ,  cpR, 

b  -+-  c         c  -h  a         a  -\-  b 


=  o, 
=  o, 


■o\\  oQ,  cpK, 

.A  .     B  .     C 

SIM  —         Sin  —  sin  — 

cos^  —         cos*  —        cos  '  — 

>.  2  2 

-h 1 =    O. 

o\\  cpQa  cpRî 

Autres  solutions  par  MM.  H.  Bouvaist  et  Ono. 

2264. 

(1915,  p.  478  ) 

Démontrer  que,  si  la  tangente  en  V  à  une  courbe  (P) 
quelconque  coupe  les  axes  rectangulaires  Ox  et  Oy  en  S 
et  T,  et  si  la  tangente  en  la  courbe  (M),  que  décrit  le 
milieu  M  de  ST,  coupe  Ox  et  Oy  en  IJ  et  V,  on  aura 

MU  _  PS 
MV  ~  PT* 

et  déduire  de  là  une  construction  géométrique  de  la  tan- 
gente [J\  quand  le  point  P  est  donné  et  réciproquement. 

M.  d'Ocagne. 


(  217  ) 

Solution 
Par  M.  R.  Goormaghtigh. 

Soient  M',  U',  V  les  symétriques  de  0  par  rapport  à  M,  U,  V. 
Les  coordonnées  $,  r^  de  M'  sont  fonctions  d'un  paramètre  t\ 
l'équation  TS  et  l'équalion  dérivée  par  rapport  à  t  s'écrivent 

En  désignant  par  P'  la  projection  de  P  sur  Oa^,  on  a   donc 

TP  :  TS  =  OP'  :  os  =    ,/''  ^  „- 

D'autre  part,  l'équalion  de  la  tangente  en  M'  au  lieu  de  ce 
point  étant 


on  a 


V'M':  V'U'=    ,  ,^  ^    „  -TP;  TS. 


Par  suite, 


MU  :  MV  =  MU'  :  M'V'=  PS  :  pt. 

Si  l'on  appelle  K  le  point  où  M'P'  rencontre  Ox,  on  a  la 
relation 

KS  :  tm'=:  PS  :  TP  =  mu'  :  m'V'=  su'  :  tm'. 

Par  conséquent  KS  =  SU';  M'P  et  M'U  ont  des  directions 
symétriques  par  rapport  à  Ox.  La  tangente  en  M  à  la 
courbe  (M)  s'obtient  donc  en  menant  par  M  une  droite  ayant 
une  direction  symétrique,  par  rapport  à  0;r,  de  celle  qui 
joint  P  au  symétrique  de  O  par  rapport  à  M.  Réciproquement, 
pour  déduire  le  point  P  de  la  tangente  en  M  à  la  courbe  (M), 
il  suffit  de  mener  par  le  symétrique  de  O  par  rapport  à  M  une 
droite  ayant  une  direction  symétrique  de  celle  de  UV  par 
rapport  à  Ox;  l'intersection  de  cette  droite  avec  TS  est  le 
point  P  cherché. 

Autre  solution 
Par  M.  J.  Lemaire. 

Soient  ST  et  S'T'  les  tangentes  à  (P)  en  deux  points  voisins 
P  et  P',  M  et  M'  les  milieux  des  segments  interceptés  sur  elles 
Ann.  de  Mathémat.,  4'  série,  t.  XVIIL  (Juin  1918.)  17 


(  2i8  ) 

par  Ox  et  OjKi  w  et  v  les   points  où  MM'  coupe  Ox  et  0^, 
Gomme  M  est  le  milieu  de  ST,  on  a  (Jiff.   i) 


de  même 


par  conséquent 


pT 

uS 

vO 

uO 

i>T 

nS' 

pO 

a  S 

vT 

nS 

vT'        iiS' 


d'où  il  résulte  que  ST,  S'T',  MM'  sont  tangentes  à  une  para- 
bole inscrite  à  l'angle  xOy.  Si  P'  vient  se  confondre  avec  P,  et 
par  suite  M'  avec  M,  on  voit  {fig.  2)  que  la  tangente  UMV  en  M 

à  (M)  touche  la  parabole  (K)  inscrite  à  x  Oy  et  tangente  en  P 
à  ST  ;  on  a  donc  bien  la  relation  demandée,  d'après  le  théorème 
de  Chasles  relatif  au  rapport  anharmonique  des  traces,  sur 
une  tangente  mobile,  de  quatre  tangentes  fixes  à  une  conique. 

Fis.  I. 


Supposant  P  connu  ainsi   que  la   tangente  ST  à  (P)  en  ce 

point,  la  construction  de  la  tangente  UV  en  M  à  (M)  revient 

à  la  détermination  de  la  deuxième  tangente   menée  de  M  à  la 

parabole  (K);  mais  voici  une  construction  élémentaire  {Jig.  3 ) : 

si  nous  supposons  le  problème  résolu,  et  si  nous  appelons  Mj 

le  i)oint  où  OM  coupe  la  parallèle   TL'i  à   \'U,   nous  pouvons 

écrire 

M,ti  _  MU  _  i>S 

M,T    ~  MV  ~    PT' 


(    219    ) 

par  conséquent  PM)  est  parallèle  à  Ox;  connaissant  P  et  ST, 
on  a  donc  aisément  Mj,  puis  U,,  et  la  parallèle  menée  par  IM 
à  TUi  est  la  lang«înte  cherchée. 

Fig.  2. 


Inversement,  étant  donné  M  et  la  tangente  UV  en  ce  point 
à  (M),  on  a  de  suite  la  droite  TS  ayant  son  milieu  en  M^ 
puis  TUi  parallèle  à  UV,  d'où  Mi  sur  cette  droite  et  sur 
OM,  et  la  parallèle  menée  par  Mi  à  Ox  coupe  ST  au  point  P^ 

Fig.  3. 


Tout  ce  qui  précède  s'étend  immédiatement  au  cas  où  les 
axes  0^  et  Oy  ne  se  coupent  pas  à  angle  droit  et  où  M,  au 
lieu  d'être  le  milieu  de  ST,  partage  ce  segment  de  droite  dans 
un  rapport  donné  ;  j)ar  suite  les  tangentes  aux.  divers  points 
deSTaux  courbes  correspondanles  enveloppent  la  parabole  (K). 


(     220    ) 

On  en  conclut  ce  théorème  :  la  normale  à  une  conique  2 
coupant    ses    axes    en  S    et   T,    on   sait    que  le    point  M   tel 

que  — —  ==  A'   décrit    une    conique    (M);    les    tangentes    aux 

coniques  (M),  obtenues  quand  A  varie,  aux  points  INI  corres- 
pondants de  la  normale,  enveloppent  une  parabole  qui  touche 
les  axes  de  2,  la  normale  et  la  tangente  en  IM  ;  on  sait 
d'ailleurs  que  cette  parabole  touche  la  normale  au  centre  de 
courbure  de  2  au  point  M. 

Autres  solutions,  par  Un  Abonnk,  MM.  R.  Bouvaist  et  T.  Ono. 


2265. 

(1015,   p.   47S.) 

Construire  les  foyers  et  les  sommets  de  V  axe  focal  d*  une 
conique  dont  on  donne  un  points  le  centre  de  courbure 
correspondant^  et  :  i"  soit  un  axe  ;  2"  soit  le  centre. 

M.  d'Ocagne. 
Solution 
Par  M.  J.  Lemaire. 

1*'  Soient  X'OX  l'axe  focal,  Y'OY  l'autre  axe  d'une  conique, 

Y 


M   un  point  de  la  courbe,  T  et  T',  i\  et  N'  les  points  où  la 
langcnle   et    la    normale  coupent   ces   axes,   10   le   centre   de 
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courbure  en  M,  D  et  D'  les  points  où  les  parallèles  à  TT' 
menées  par  N  et  N'  coupent  OM  :  on  sait  que  les  parallèles 
menées  par  D  et  D'  respectivement  à  YY'  et  XX'  passent  en  w 
(conslruriion  de  Mannheim).  Si  l'on  suppose  donnés  le  point  M, 
le  centre  de  courbure  w  en  ce  point,  et  l'axe  X'OX,  la  perpen- 
diculaire en  N  à  la  normale  et  la  perpendiculaire  menée  de  o> 
sur  l'axe  se  rencontrent  en  D  ;  joignant  DM,  on  obtient  le 
centre  O,  puis  l'axe  Y'OY,  d'où  les  points  M'  et  T'  ;  le  cercle 
de  diamètre  N'T'  coupe  l'axe  focal  aux  foyers  de  la  conique  ; 
ayant  les  foyers  et  un  point  de  la  courbe,  on  obtient  sans 
peine  les  sommets  de  l'axe  focal.  La  courbe  est  une  ellipse  ou 
une  hyperbole  suivant  que  N  est,  ou  non,  situé  entre  les  foyers. 
2"  La  perpendiculaire  en  O  à  OM  coupant  la  normale  en  G, 
on  sait  que  toG  et  NN'  ont  le  même  milieu,  d'où  la  construc- 
tion suivante,  si  l'on  suppose  donnés  M,  w,  et  O  :  traçant  la 
perpendiculaire  en  O  à  OM,  on  a  le  point  G;  du  milieu  de  wG 
comme  centre,  si  l'on  décrit  une  circonférence  qui  passe  en  O^ 
elle  coupe  la  normale  en  N  et  N' ;  les  droites  ON  et  ON'  sont 
les  axes,  et  l'on  termine  la  construction  comme  ci-dessus, 
«onstruction  qui  s'applique  aussi  bien  si  l'on  suppose  connu 
l'axe  Y'OY  que  l'axe  X'OX. 

Autres  solutions,  par  Un  Abonné,  MM.  R.  Bouvaist  et  T.  Ono. 

2266. 

(1915,  p.   478.) 

On  considère  toutes  les  conchoïdes  d'une  courbe  (M) 
quelconque  par  rapport  à  un  pôle  0.  Pour  chaque  posi- 
tion du  rayon  vecteur  OM,  le  lieu  des  centres  de  courbure 
répondant  à  toutes  ces  conchoïdes  est  une  conique  V  dont 
on  donnera  une  détermination  géométrique  complète. 
Reconnaître  à  quelle  condition  géométrique  F  est  une 
ellipse^  une  parabole  ou  une  hyperbole.,  en  remarquant 
qu'elle  ne  peut  jamais  être  un  cercle.  Examiner  spéciale- 
ment le  cas  où  la  courbe  (M)  est  une  spirale  d'Archimède 
de  pôle  O  et  déterminer  dans  ce  cas  les  axes  de  la  conique  T. 

M.  d'Ocagne. 
Solution 

Par   M.    R.   GOORMAGHTIGH. 

Les  conchoïdes  d'une  courbe  (M),  par  rapport  au  pôle  O, 
sont  les  podaires,  par  rapport  à  ce  point,  des  courbes  parallèles 
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à  l'antipodaire  (  P)  de  (M).  Appelons  P  le  point  où  la  perpen- 
diculaire élevée  en  M  sur  OM  touche  la  courbe  (P),  Ci  le 
centre  de  courbure  de  (P)  en  P,  et  A  la  projection  de  O 
îur  PGi.  Le  centre  de  courbure  G  de  la  conchoïde  décrite  par 
un  point  M'  de  OM  s'obtient  donc  de  la  manière  suivante  : 
on  projette  M'  en  P'  sur  AGi,  puis  Gi  en  Q  sur  DP',  et  Q  en  B 
«ur  AGi  ;  le  point  G  est  à  l'intersection  de  M'A  avec  OR. 
domme  le  point  Q  décrit  le  cercle  (lo)  ayant  OGj  pour  diamètre, 
le  lieu  considéré  dans  l'énoncé  revient  donc  au  suivant  :  la 
parallèle  à  OA  menée  par  un  point  variable  Q  de(to)  recoupe 
ce  cercle  en  Q'  et  rencontre  AGi  en  R  ;  lieu  du  point  d'inter- 
jection de  Q'A  et  OR.  A  une  droite  Q'A  correspond  une 
droite  OR  ;  à  une  droite  OR  correspondent  deux  droites  AQ'. 
Le  point  G  décrit  donc  une  cubique  ;  comme  la  droite  OA 
fait  partie  du  lieu,  le  lieu  proprement  dit  est  une  conique  T. 
Elle  passe  par  A,  Gi  et  par  les  milieux  to  et  A'  âe  OGi  et  OA; 
elle  est  de  plus  tangente  au  cercle  (to)  en  A. 

Le  centre  et  les  axes  de  F  s'obtiennent  par  une  construc- 
tion simple.  Le  diamètre  du  cercle  (w)  parallèle  à  OA  ren- 
contre ce  cercle  en  B  et  B'  et  la  droite  AGi  en  D,  les 
droites  AB  et  AB'  rencontrent  OD  en  deux  points  E  et  E' 
de  F;  le  milieu  K  de  EE'  est  le  centre  de  la  conique.  La 
droite  OD  est,  en  effet,  un  diamètre  de  F  puisqu'elle  passe 
par  les  milieux  des  cordes  parallèles  A'w  et  GiA, 

Soient  T  et  T'  les  milieux  de  AE  et  AE';  les  axes  de  F  sont 
dirigés  suivant  KT  et  KT'.  Les  tangentes  à  F  en  E  et  E'  sont 
parallèles  à  Gi  A  et  coupent  respectivement  KT  et  KT'  en  L 
et  L';  pour  obtenir  les  longueurs  des  demi-axes  de  F  il  suffit 
de  construire  les  moyennes  proportionnelles  à  KT  et  KL, 
d'une  part,  et  à  KT'  et  KL',  d'autre  part. 

Des  considérations  qui  précèdent,  on  déduit  aussi  que  (lo) 
est  le  cercle  osculaleur  de  la  conique  F  au  point  M.  Le  point  tu 
est  donc  l'une  des  intersections  de  F  avec  sa  développée.  On 
peut  encore  observer  qu'en  considérant  les  cas  où  QR  est 
tangent  au  cercle  (lo),  on  obtient  les  points  de  F  dont  les  tan- 
gentes passent  par  O. 

Si  le  point  Q'  est  situé  sur  l'arc  Gj  A  du  cercle  (to)  et  si,  en 
outre,  Q' R  =  OA,  les  droites  Q'A  et  OR  sont  parallèles.  On 
en  dédnit  (jue  F  est  une  ellipse,  une  parabole  ou  une  hyper- 
bole suivant  que  OGi  est  inférieur,  égal  ou  supérieur  à  3  0.\. 
La  nature  des  intersections  de  F  avec  le  cercle  (to)  montre 
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d'ailleurs  que  Y  ne  peut  jamais  être  un  cercle.  Revenant  à 
l'énoncé  de  la  question,  on  peut  énoncer  ainsi  les  conditions 
qui  précèdent  : 

I.a  conique  V  est -une  ellipse,  une  parabole  ou  une  hyper- 
bole suivant  que  la  distance  de  0  au  centre  de  courbure  de 
l'antipodaire  (  P)  de  (M)  au  point  correspondant  à  M  est  infé- 
rieure, égale  ou  supérieure  au  triple  de  la  distance  de  0  à  la 
normale  de  (I*). 

Dans  le  cas  où  (F)  est  une  parabole,  E'  est  à  l'infini;  le 
sommet  est  au  milieu  de  LT  et  le  foyer  est  à  l'intersection 
de  LT  avec  la  médiatrice  de  EL. 

Quand  (M)  est  une  spirale  d'Archimède  de  pôle  O,  (P)  est 
une  développante  de  cercle  et  Ci  coïncide  avec  A  ;  V  est  donc 
alors  une  ellipse.  Le  point  A  et  le  milieu  A'  de  OA  sont  les 
sommets  de  l'un  des  axes  de  F,  D'après  ce  qui  précède.  A'  est 
le  centre  de  courbure  de  F  au  point  A;  on  a  donc,  en  désignant 
les  demi-axes  de  F  par  a  et  [B, 

P=-AA',  a2:p  =  AA'. 

L'un  des  axes  est  donc  AA',  l'autre  est  égal  au  côté  du  carré 
inscrit  dans  le  cercle  décrit  sur  OA  comme  diamètre. 

Autres  solutions,  par  Un  Abonné  et  par  M.  K.  Bouvaist. 

2267. 

(191.5,  p.  479-) 

Déniontî^er  géométriquement  que  si  la  normale  en  un 
point  M  d'une  parabole  rencontre  en  N  l'axe  de  cette 
courbe^  en  P  la  tangente  au  sommet,  et  que  si  Q  est  le 
milieu  de  MN,  le  rayon  de  courbure  en  M  est  le  double 
deVq.  M.  d'Ocagne. 

Solution 

Par  M.  R.  Bouvaist. 

Soit  T  l'intersection  de  la  tangente  en  M  avec  la  tangente 
au  sommet,  soit  F  le  foyer,  soit  enfin  Ti  le  symétrique  de  T 
par  rapport  à  Q,  les  trois  points  T,  Q,  Ti  se  trouvant  du  reste 
sur  une  même  parallèle  à  l'axe.  Le  cercle  des  centres,  relatif 
à  la  position  considérée  de  l'angle  mobile  FTM,  est  le  cercle 
FQTi,  coupé  par  TF  en  C,  le  rayon  de  courbure  cherché  est 
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égal  à  TC,  or  on  a 

TG.TF  =  >TQ'=  2PQ.MQ  =  sPQ.IF, 

TG  =  2]MQ. 


d'où 


Autre  Solution 
Par    M.    J.    Lemaire. 

Soient   F   le   foyer  de   la    parabole,  A  sa  directrice,  S   son 
sommet,  A  le  point  commun  à  A  et  à  l'axe,  D  le  poini  où  la 

•    Kig.  I. 


D 

"^ 

P 

\m 

/         \ 

A 

î 

i    F           M'    Q'     N 

norniale  en  IVI   coupe   A,  M'  et  Q'  les  projections  de   M  et  Q 
sur  l'axe. 

Gomme  M'N  =  AF,  on  a 

M'Q'=AS,         d'où         QM  =  PD, 

et  par  conséquent 

PQ  =  DM, 

ce  qui  démontre  le  théorème,  puisque  le  rayon  de  courbure 
en  M  est  le  double  de  DM. 


On  peut  ajouter  les  observations  suivantes  : 

i"  Mener  MJ  parallèle  à  l'axe  ANX,  et  >îJ  perpendiculaire 


(  o.'ir,  ) 

à  M\.  I^e  centre  de  coiirljiire  a»  est  à  la  rencontre  de  MN  avec 
la  perpendiculaire  J  a»  à  JM. 

MJNT  est  un  parallélogramme.  Les  triangles  rectangles 
P'TN,  iVlJto  sont  égaux,  etc. 

2"  Achever  le  rectangle  \MTK  et  le  parallélogramme  NP'TI. 
On  sait  que  \IK  passe  par  le  foyer  F  et  que  Koj,  perpendi- 
culaire à  MFK,  passe  par  le  centre  de  courbure  to. 
NKfoj  est  un  rectangle,  etc. 

3°  Mener  FG  perpendiculaire  à  MF.  On  sait  que  le  point  G 
où  elle  rencontre  MN  est  au  milieu  du  rayon  de  cour- 
bure M  w,  etc. 

Addition  par  M,  H.  Brocahd.  —  Le  cercle  de  courbure 
en  M  rencontre  la  parabole  en  un  autre  point  R,  et  la  corde 
commune  RM  est  symétrique  de  MT  par  rapport  à  MM'.  La 
perpendiculaire  à  RM  menée  par  w  et  la  droite  NX  déter- 
minent des  triangles  rectangles  égaux,  dont  on  déduit  aisé- 
ment 

MT 

wM  = =  Pu, 

sina  cosa 

a  étant  l'angle  MTN. 

On  a  ensuite 

UM  =  pMsin2a  =  2MT. 

MR  rencontre  AN  en  V,  et  l'on  sait  que  V  est  le  milieu 
de  UM,  ou  que  la  corde  MR  est  quadruple  de  la  tangente  MT, 
relation  signalée  ici  par  G.  de  Longchamps  (1880,  p.  68-71), 
parmi  d'autres  propriétés  que  le  lecteur  pourra  tirer  de  la 
figure  décrite  ci-dessus. 

Note.  —  Sur  la  même  figure  il  pourra  être  intéressant  de 
considérer  aussi  la  corde  RM  commune  à  la  parabole  et  au 
cercle  de  courbure  en  M. 

Le  milieu  S  de  RM  est  la  projection  de  G  sur  RM. 

D'après  une  propriété  connue,  RM  est  symétrique  de  MT 
par  rapport  à  MA. 

Soient  V,  L,  G  les  rencontres  de  RM,  BG,  GS  avec  Ox,  et  0 
l'angle  MTa?.  On  voit  que  MG,  BG,  GG,  perpendiculaires 
à  MT,  OiP,  MR,  forment  entre  elles  l'angle  8. 

Dans  la  série  de  triangles  rectangles  à  angle  8,  ainsi  déter- 
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minés,  on  obtient  facilement  les  relations 


et 


donc 


GM  = 


MT 


sin  0  00 s  0 


SM  =  GMsin2o  =  2MT; 
RM  =  2  SM  =  4  MT. 

FiK.   2. 


La  corde  ci-dessus  est  donc  quadruple  de  la  tangente  MT, 

propriété  signalée  ici  par  G.  de  Longchanips  (1880,  p.  68-71). 

Le   lecteur  pourra   aisément  ajouter  d'autres  propositions. 

Autres  solutions  par  Un  Abonné  et  par  MM,  T.  Ono  et  V.  Thébault. 


2268. 

(1915,   p.  479-) 

« 

Si,  d'un  point  M  pris  sur  une  conique,  on  mène  à  cette 
courbe  les  trois  normales  MP,  MQ.  MR,  autres  que  la 
normale  en  M,  le  triangle  PQR.  inscrit  à  la  conique 
donnée,  est  en  même  temps  circonscrit  à  une  conique  Jixe. 

G.  Fo?nrENÉ. 
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Solution 
Par  M.  I{.  BouvAisT. 

Celte  proposition  et  celle  de  la  question  2'2o9,  résolue 
^1916,  p.  447)5  sont  évidemment  polaires  réciproques  par  rap- 
port à  la  conique  donnée;  il  suffit  donc  d'établir  l'une  des 
•deux,  la  première  par  exemple. 

Soient  M  le  point  considéré  de  l'ellipse  (E),  a,  [j,  y  les  con- 
tacts avec  E  des  droites  QR,  RP,  QP.  Désignons  par  U  et  V 
les  intersections  avec  l'axe  focal  de  ^y  et  M  a,  U  et  V  appar- 
i  tiennent  à  une  involution  dont  le  point  central  est  le  centre  O 
de  (E)  et  dont  deux  couples  de  points  conjugués  sont  les 
sommets  de  (E)  situés  sur  l'axe  focal,  on  a  donc 

OU.OV  =  — a^ 
on  aura  de  même 

OU'.OV=:  — 62, 

U'  et  V  désignant  les  points  d'intersection  des  droites  consi- 
dérées avec  le  petit  axe.  Ces  relations  montrent  que  la  projec- 
tion du  point  P  sur  les  axes  de  (E)  est  sur  la  symétrique 
de  Ma  par  rapport  à  0,  le  point  P  est  donc  le  pôle  par 
rapport  au  cercle  décrit  sur  les  foyers  de  (E)  comme  diamètre 
de  la  tangente  au  point  a.'  de  (E)  symétrique  de  a  par  rapport 
au  petit  axe.  Il  appartient  donc  à  l'ellipse  ayant  pour  sommets 
les  sommets  de  la  développée  de  (E). 

Autre  Solution 
Par  M.  J.  Lemaire. 

On  sait  (question  2259)  que  le  triangle  normal  circons- 
;  crit,  formé  par  les  tangentes  en  P,  Q,  R  à  la  conique,  est 
i  inscrit  à  la  conique  (F)  ayant  ses  sommets  aux  rebrous- 
j  sements  de  la  développée  de  la  première;  par  conséquent  le 
\  triangle  PQR  est  circonscrit  à  la  conique  (F')  polaire  réci- 
'    proque  de  (F)  par  rapport  à  la  conique  donnée. 

Autre  solution  de  M.  T.  OiNO.  Voir  aussi,  page  84,  Corresp., 
M.  F.  Balitrand. 

2270. 

(1915,  p.  f,n.) 

Démontrer  que  le  cône  qui  a  pour  sommet  le  point 
double  d'une  courbe  de  Viviatii  et  pour  base  cette  courbe 
est  de  révolution.  F.  Ralitrand. 
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Solution 
Par  M.  R.  Goormaghtigh. 

Soient  S  et  F  la  sphère  et  le  cylindre  dont  l'intersection  est 
la  courbe  de  Viviani  Y.  Le  centre  O  de  S  et  le  point 
double  A  de  la  courbe  V  se  projettent  en  O'  et  A'  sur  un 
plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  F;  ce  plan  coupe  S  et  F  sui- 
vant deux  cercles  qui  se  rencontrent  en  deux  points  M  et  M' 
de  V.  Le  second  de  ces  cercles  a  O'A'  pour  diamètre.  Les 
triangles  rectangles  O'MA',  MO'O  sont  égaux;  par  suile. 

MA'=  00'=  AÂ'. 

L'ongle  MA  A' vaut  donc  45°;  par  conséquent,  le  cône  qui  pro- 
jette V  de  A  est  de  révolution  et  l'angle  au  sommet  vaut  90°. 

Autres  solutions,  par  MM.  R.  Bouvaist  et  J.  Lemaire. 


2271. 

(  1915,  p.    53i.) 

Etant  donnée  une  hyperbole  par  ses  asymptotes  et  un 
point  M,  démontrer  que  le  centre  de  courbure  en  M  peut 
être  obtenu  par  l'une  des  constructions  géométriques 
suivantes  : 

1°  On  mène  la  tangente  en  M  qui  coupe  les  asymptotes 
en  A  et  B,  et  l'on  élève  en  ces  points  les  perpendiculaires 
aux  asymptotes  qui  coupent  la  normale  en  M  respective- 
ment en  %  et  ^  et  se  rencontrent  en  P.  On  joint  PM  et, 
par  a,  on  mène  une  parallèle  à  la  tangente  en  .M;  la 
parallèle  à  PB,  menée  par  le  point  d' intersection  de  ces 
deux  droites,  passe  par  le  centre  de  courbure. 

1°  On  joint  Ba,  e/,  par  [i,  on  mène  une  parallèle  à  !*A; 
In  parallèle  à  la  tangente  en  M,  menée  par  le  point  de 
rencontre  de  ces  deux  droites^  passe  au  centre  de  cour- 
bure. 

3"  On  joint  Ba,  et  y  par  M,  on  mène  une  parallèle  à  VX; 
la  parallèle  à  PB,  menée  par  le  point  de  rencontre  de  '''" 
deux  droites,  passe  au  centre  de  courbure. 

F.  BALlTRANn. 
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Solution 
Par  M.  J.  Lkmaire. 


Il  suffit  de  prouver  que  ces  diverses  construclions  donnent 
le  milieu  de  ap  qui  est,  comme  on  sait,  le  centre  de  courbure 
de  l'hyperbole  en  M. 

i"  Si  Q  est  le  point  commun  à  PM  et  à  la  parallèle  menée 


par  a  à  la  tangente  en  M,  le  théorème  de  Thaïes  donne,  en 
appelant  w  le  point  où  la  parallèle  à  PB  menée  par  Q  ren- 
contre la  normale, 

top  _  QP 

M^  ~  MP' 

et,  à  cause  des  triangles  semblables  PMA  et  PQa, 

top    _   Qg  ^ 

Mp  ~"  MÂ^ 

d'ailleurs,  les  triangles  Qato  et  BM  (i  sont  semblables,  et 

toa  Qa 

M^  "^  MB^ 

comme  MA  =  MB,  on  a  bien  to^  =  toa,  c.  q.  f.  d. 

2"  Soit  R  le  point  de   rencontre  de  Ba  et  de  la  parallèle 
menée  par   p  à  PA;  le   triangle  aAB  étant  isoscèle,  aM  est 

bissectrice  de  AaB;  comme  R^a  =  A  a  M,  le  triangle  Ra^  est 
alissi  isoscèle,  et  la  parallèle  menée  par  R  à  la  tangente 
en  M,  étant  perpendiculaire  à  la  base  a^,  passe  au  milieu  de 
cette  base,  c'est-à-dire  au  centre  de  courbure. 
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i"  S  désignant  le  point  où  la  parallèle  menée  par  M  à  PA 
coupe  Ba,  ce   point  est  le   milieu   de  Ba,  puisque  M  est  j 
milieu  de  AB:  par  suite,  la  parallèle  menée  par  S  à  PB  paf> 
au  milieu  de  a3.  f.   ^   p    ^ 

Autres  solutions,  par  MM.  R.  Goormaghtigh,  T.   Oko  et  Pe.  i- 

Plebsis. 

2272. 

1915,  p.  ;.3i. 

On    mène    d'un   point    M    les    quatre    normales   à    ur,- 
ellipse  (E)  et  les  tangentes  à  cette  ellipse  aux  pieds  de. 
normales.   Il   existe   une  parabole  (P)  et    une  seule   qui 
touche  ces  quatre  tangentes.  Démontrer  que  les  points  oi 
elle  la  touche  sont  sur  l'hyperbole  d'Apollonius  (H  t  de  M 

F.  Balitrand. 

SoLL'TION 

Par  M.  R.  Bricard. 

Soit  7.  lun  des  points  de  rencontre  de  (H)  avec  '  E  ».  r     - 
à-dire  le  pied   de  l'une  des  normales  abaissées  de  M  sur 
La    tangente  en   a   à  (E)  rencontre   de   nouveau  (H)  en   uu 
point   a'.    L'angle   Maa'  étant  droit,   il   en   résulte,    en   verln 
d'une    propriété   bien   connue  de  l'hyperbole  équilatère,   que 
Ma'  est   perpendiculaire  à   la  tangente  en  i  à  (H».  Mais  on 
sait  que  (H)  peut  être  définie  comme  lieu  des  points  tels  que 
les  perpendiculaires  abaissées  de  ces  points  sur  leurs  polaire* 
par  rapport  à  {  E)  passent  en  M.  Il  résulte  de  là  que  le  point  % 
est  le  pôle,  par  rapport  à  (  E  i,  de  la  tangente  ^/i  a  à  <  H  .. 

Cela  posé,  la  polaire  réciproque  de  i  H;,  par  rapport  à  E  , 
doit  être  tangente  à  la  polaire  du  centre  de  (E),  c'cst-à-dirc 
à  la  droite  de  l'infini.  C'est  donc  une  parabole,  qui  louche  ea 
outre  les  quatre  tangentes  analogues  à  %x\  et  se  confond  par 
conséquent  avec  la  parabole  iV }  de  Tt-noncé.  (P)  louche  ax' 
au  pôle  de  la  tangente  en  a  à  (  H  ),  c'est-à-dire,  comme  on 
vient  de  le  voir,  au  point  ï'  qui  appartient  à  (H),  et  la  \  .  - 
position  est  ainsi  établie. 

Autres  soluiiuDs.  par  MM.  R.  Bouvaist,  J.  Lem.4Ire.  et  I'Adtede. 

2273. 

(IIIS.  p.  iSl.t 

St  A  et  A'  sont  deux  points  de  rebroussement  diamètr  ?- 
le  ment  opposés  d'une  hypocycloïde  à  quatre  rebrous    - 


(  ^3.  ) 

ments,  les  bissectrices  des  angles  que  les  tangentes  à  cette 
courbe  font  avec  AA'  ont  pour  enveloppes  les  deux  hjpo- 
cycloïdes  à  trois  rebroussements  ayant  l'un  un  point  dr 
rebroussement  en  A  et  le  sommet  opposé  en  A',  et  Vautre 
vice  versa.  M.  d'Ocagxe. 

Solution 
Par  M.  J.  Lkmairk. 

Soient  O  le  centre  du  cercle  de  diamètre  VA'  contenant  les 
quatre  points  de  rebroussement  de  la  première  courbe,  iM  un 
point  de  ce  cercle.  1*  et   Q  ses  projections  sur  A.\'  et  sur  le 


diamètre  perpendiculaire  BB',  H  la  projection  du  même  point 
sur  la  tangente  en  A  au  cercle;  comme  QK  =  OA  =  QP,  le 

triangle  QRP  est  isoscèle  et  PB  est  bissectrice  de  APQ  :  c'est 
de  cette  droite  qu'il  s'agit  de  chercher  renvelop[)e. 

Observons  que  PB  est  la  droite  de  Simsou  relative  au 
point  i\I  et  au  triangle  inscrit  dans  le  cercle  O  et  avant  un 
sommet  en  A  et  deux  sommets  confondus  en  A,  triangle  dont 
|e  cercle  des  neuf  points  est  le  cercle  O  de  diamètre  OA  : 
l'enveloppe  de  cette  droite  est  donc  l'hypocvcloïde  à  trois 
rebroussements  trilangenlc  à  ce  dernier  cercle,  qu'elle  touche 
en  A,  et  ayant  par  suite  un  point  de  rebroussement  eu  A'. 
Même  raisonnement  pour  l'autre  bissectrice,  qui  est  la  droite 
joignant  le  point  P  à  la  projection  de  .M  sur  la  tangente  en  A' 
au  cercle  O. 

Autrement  :  les  deux  cercles  O  et  C>'  étant  homothéliques 
par   rap|)ort  à  A,  le   point    >i   où  AM   coupe   O'  est  le  milieu 
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de  AM,  et  par  suite  aussi  de  PR;  si  N'  est  le  second  point 

commun   à   PR  et  au   cercle  0',  l'angle  ANN'  est  double  de 

l'angle  RAN  ;  l'arc  AN'  est  donc  double  de  l'arc  AN  ;  et  comme 
ces  arcs  sont  de  sens  contraires,  la  droite  NN'  enveloppe  bien 
une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements  circonscrite  au 
cercle  O'  et  touchant  ce  cercle  en  A. 

Autres  solulions,  par  MM.  R.  Bouvaist  et  Lx  Abonnk. 

2274.  ^ 

(1915,  p.  à-.î.  ) 

Dans  un  triangle  ABC,  La,  L/,,  L<^  sont  les  centres  des 
cercles  exinscrits.  Les  droites  qui  joignent  les  sommets  au 
point  de  Lemoine  du  triangle  La  Le  Le  rencontrent  les 
côtés  BC,  GA,  AB  respectivement  en  a,  p,  y-  Montrer  que  le 
cercle  x'^y  passe  au  point  <9  de  Feuerbach  du  triangle  A.BC. 

\.   TnÉBAlLT. 

Solution 
Par    M.     H.    Bouvaist. 

Soient  A^,  A^,  A^  les  distances  du  point  de  Lemoine  L  du 
triangle  L^L^Lc  aux  côtés  L^L^,  l>tL,M  L„L^.  on  a 

Aa  A/,  A^. 


Lf  L^         L<.1^^, 

d'où 

.A  .    B 

AaSin —        A^sin  — 

2  2 


'      ' 

lai 

^b 

C 

\ 

sin 

2 

a  O  C 

si  maintenant  8a,  8/^,  Ocdésigncnl  les  distances  du  point  L  aux 
côtés  BG,  GA,  AB,  on  a  visiblement 

,      .    A  .        .  .      .    »i 

Ù(j-+-  Ùc—  1  AaSin—  ,  0,. -r-  Ou  =  2  A/,  SIH  — > 

À  2 

-s  .        ^  V  •        G 

0,1  -+-  Of  =  2  A,.  <in  — > 

2 

d'où,  /'a,  r/,,  r^.  désignant  les  rayons  des  cercles  exinscrits. 
Soit  maintenant  L'^L'^L|.  le  triangle  formé  en  menant  par  L„ 
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\j/,,  ]jc  <'es  parallèles  à  BG,  GA,  AB,  les  triangles  ABG,  L^L/, L^ 
sont  liomothétiques,  soit  L' le  centre  d'homothélie,  si  o^,  O/,,  o[; 
désignent  les  distances  de  L'  à  BG,  CA,  AB  on  aura,  par  con- 
struction tncmc, 

■N  /  -S/  'S/ 

1±  —  II!  ~  1e, 
f'a  f'h  rc 

L  et  L'  sont  donc  inverses  par  rapport  à  ABG  ;  or  le  centre  0 
du  cercle  circonscrit  à  L^,  F./,  I^-,  qui  est  inscrit  dans  L'^L/^Lé, 
et  le  centre  I  du  cercle  inscrit  dans  ABG,  sont  deux  points 
homologues;  le  point  L'  est  donc  sur  la  droite  01,  le  point  L 
est  par  suite  sur  l'hyperbole  cquilatère  ABCI,  et  le  cercle  a^y 
circonscrit  au  triangle  a,  ^,  y  conjugué  à  cette  hyperbole, 
passera  par  le   point  de  Fcuerbacli  cp,  centre  de  cette  courbe. 

Remarques.  —  i"  Soit  INl  un  point  quelconque  de  l'hyper- 
bole cquilatére  ABGJ;  les  droites  AM,  BAI,  CM,  coupent  BG, 
G.V,  AB,  en  a,  [^,  y;  le  cercle  a^y,  circonscrit  au  triangle  a[By 
conjugué  à  l'hyperbole  ABCI,  passera  par  le  point  de  Feuer- 
bach  o,  centre  de  cette  courbe,  d'où  les  propositions  sui- 
vantes : 

Soient  D,  E,  F  les  points  de  contacts  de  côtés  BG,  GA,  AB 
d'un  triangle  ABG  avec  le  cercle  I  inscrit  dans  ce  triangle; 
si  à  partir  du  point  1  jious  portons  sur  II),  lE,  IF  et  dans 
le  même  sens  des  segments  égaux.,  ID',  lE',  IF',  les  droites 
AD',  BE',  GF'  coupent  BG,  GA,  AB  en  a,  (3.  y;  le  cercle  afJy 
passe  par  le  point  de  Feuerbach  du  triangle  ABG. 

En  particulier  le  cercle  passant  par  les  pieds  des  bissec- 
trices intérieures  d'un  triangle  passe  par  le  point  de 
Feuerbach. 

.)"  Soit  ABG  un  triangle,  soit  M  un  point  de  son  plan;  les 
droites  AM,  BM,  GM  coupent  BG,  G  A,  AB,  en  a,  3,  y;  le 
cercle  a^y  rencontre  encore  les  côtés  du  triangle  en  a',  P',  y'; 
les  droites  Aa',  B  [3',  Gy'  se  coupent  en  M'.  Le  cercle  a{iy 
coupe  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABG  aux  centres  (Oj 
et  W2  des  hyperboles  équilatères  ABGM,  ABGM'.  Si  le  cercle  czpy 
est  inscrit  dans  ABG,  to,  et  Ws  sont  confondus,  les  deux  cercles 
sont  tangents.  On  relreuve  ainsi  très  simplement  le  théorème 
de  Feuerbach. 

Autres  solutions  par  I'Auti-ur  et  par  M.  R.  Gochmaghtigh. 
Ann.  de  Mathéniat.,  4'  série,  t.  XVIII.  (Juin  1918.)  18 
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2275.  "^ 

'  1915,    p.   5.32.) 

Les    asymptotes    d'une    hyperbole    et    les     droites    qui 
V      joignent  un  point  quelconque  de  cette  courbe  à  ses  deux 
loyers  sont  tangentes  à  un  même  cercle. 

M.  d'Ocagne. 
Solution 
Par  M.  J.  Lkmaire. 

Soienl  M  un  point  quelconque  de  l'hyperbole  M),  O  son 
centre,  F  et  F'  ses  foyers,  la  son  axe  iransverse.  de  sorte 
que  MF  —  MF  =  ia. 

Le  point  I  où  la  normale  en  M  coupe  l'axe  non  transverse 
est  le  centre  d'un  cercle  touchant  le  prolongement  de  FM 
en  A,  et  F'M  en  A';  si  l'on  observe  que  AF  =  A'F',  la  relation 
ci-dessus  donne  MA  =  iM.\'=rt.  D'ailleurs,  le  cercle  circon- 
scrit au  triangle  MFF'  passe  en  1,  et  les  angles  MIA  et  F'IO 
sont  égaux;  les  triangles  MIA  et  F'IO  sont  alors  semblables 

et  donnent 

lA  _  rt 

10  ~  c' 

c  demi-distance  focale;  les  tangentes  menées  de  O  au  cercle  I, 
faisant  avec   01   des  angles    qui   ont   -  pour    sinus,   sont    les 
asymptotes  de   l'hyperbole,  ce  qui  démontre  la    proposition. 
Autres  solutions,  par  Un  Abg.nné  et  par  M.  T.  Ono. 

2276. 

I  1915,  p.  :^?a.) 

Etant  données  dans  un  plan   deux  coniques  f  et  tp,  les 
^       tangentes   menées   à  ^   des  foyers  de  f  et   les   tangentes 
menées   à  f  des  foyers   de    cp   sont   huit   tangentes   d'une 
même  conique.  F.  Balitrand. 

Solution 
Par  M.  G.  IIumbi  rt. 

Le  théorème  proposé  est  un  cas  particulier  d'une  propo- 
sition   relalixe  aux  courbes  de  quatrième  classe. 

(')  T.e  lecteur  csl  prié  do  faire  la  ligure. 


(  '•■■53  ) 

Soit  C4  une  courbe  d'ordre  quatre;  une  conique  ^i  la 
coupe  en  huit  points;  si  l'on  joint  ceux-ci  deux  à  deux  par 
quatre  droites  (chaque  droite  contenant  deux  points,  et  par 
chaque  point  ne  passant  qu'une  droite),  les  quatre  droites 
coupent  de  nouveau  C^  en  huit  points,  qui  sont  sur  une 
conique  «To. 

C'est  là  un  théorètne  bien  connu  :  transformons-le  j)ar 
polaires  réciproques,  en  supposant  la  conique  Jj  formée  de 
deux  droites. 

Par  deux  points,  I  et  J,  on  mène  les  tangentes  à  une 
courbe  F^  de  quatrième  classe,  ce  qui  donne  deux  systèmes 
de  chacun  quatre  droites,  c^i,  . .  .  ,  (3?;  et  o,  ,  .  ,  . ,  84.  Parle 
point  d'intersection  de  di  et  de  8/  (i  =  1 ,  a,  3,  4),  on  mène  les 
deux  autres  tangentes  à  1%  :  les  huit  droites  ainsi  obtenues 
touchent  une  conique  22. 

C'est  le  théorème  proposé,  si  l'on  suppose  que  r4  se  décom- 
pose en  deux  coniques,  f  et  cp,  et  que  f,  J  sont  les  points 
cycliques  du  plan  :  di  et  do,  81  et  Oo  seront  les  tangentes 
menées  de  I  et  J  à  /*;  ds  et  ^4,  03  et  Ô4  joueront  le  même  rôle 
pour  çp.  Alors  les  huit  droites  finales  de  l'énoncé  précédent 
seront  les  tangentes  menées  à  chacune  des  coniques  par  les 
foyers  réels  de  l'autre. 

Autres  solutions,  par  I'Auteur,   MM.  R.  Bouvaist,  J.  Lemaire  et 

PiCARDAT. 

2278. 

(  1915,  p.  532.) 

Une  ellipse  étant  donnée  par  ses  foyers  F  et  F'  et  un 
point  M,  on  élève  en  F  une  perpendiculaire  à  FM  qui  ren- 
contre en  a  la  normale  en  M;  au  point  a  on  élève  à  la 
normale  une  perpendiculaire  qui  rencontre  FM  en  ^;  la 
parallèle  à  FF'  menée  par  ^  passe  par  le  centre  de  cour- 
bure de  l'ellipse  en  M.  F.  Balitrand. 

Solution 
Par  M.  J.  Lemairk. 

Soient  N  le  point  commun  à  FF'  et  à  la  normale  en  M  ('). 
to  le  point  où  la  parallèle  à  FF'  menée  par  [i  coupe  la  nor- 


(')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 


(  2.36  ) 

maie,  P  le  point  de  MF   qui  se  projette  en  N  sur  la  normale  : 
on  sait  que  la  perpendiculaire  en  P  à  MF'  passe  au  centre  de 

courbure;   il    suffit  donc  de   prouver  que  MP    =  MN  x  Mcu. 
Les  triangles  semblables  à  la  fisrure  donnent 


d'où 


et,  par  suite, 


MP  _   Ma  _  M^ 
MN  ~"  MF  ~  M^ 


xMp'        M  3        Mco 


m'    ''''    ''^ 


MP     =  M\  X  Mw.  C.  Q.  F.   D. 

Autres  solutions  par  MM,  de  Beirks,  R.  Goormaghtigh  et  T.  Oxu. 

Autre  Sou  tion 
Par  M.  Pu.  DU  Plessis. 

On  sait,  d'après  Mannlieim,  M  étant  le  milieu  de  AH,  que  le 
centre  de  courbure  jjl  est  le  milieu  de  a^.  Or,  il  suffit  de  faire 
la  figure  (')  pour  qu'il  saute  aux  yeux  que  chacune  des  cons- 
tructions ci-dessus  aboutit  au  milieu  de  2^3.  En  effet  : 

i"  Si  la  parallèle  à  la  tangente  AB  menée  par  a  coupe  PM 
en  M'  et  PP  en  B',  puisque  M  est  le  milieu  de  AB,  M'  est  le 
milieu  de  aB';  donc  la  [jarallèle  à  B'3  menée  par  M'  passe  par 
le  milieu  fji  de  a[3. 

'i"  Si  la  parallèle  à  PA  menée  par  ^  coupe  Ba  en  y^  le 
triangle  '(ol^  est  isoscèle  comme  otAB;  donc  la  parallèle  à  A  15 
menée  par  y,  c'est-à-dire  la  hauteur,  issue  de  y.  <J"  triangle 
ya3  passe  par  le  milieu  |ji  de  sa  base. 

3°  La  parallèle  à  A  a  menée  par  M  passe  par  le  milieu  M' 
de  aB.  Donc  la  parallèle  à  Ba  menée  par  M"  passe  par  M'  et 
par  IX. 

Aulres  SDJnlions,  par  MM.   H.  Goormaghtigm  et  T.  Ono, 
(')  On  laisse  ce  soin  au  lecteur. 
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2279. 

'  l'.)15,    |t.    6i2.  ) 

Soit  0.\H  /e  triangle  formé  par  deux  diamètres  conju- 
gués d'une  ellipse  et  la  tangente  en  un  point  M  à  cette 
courbe.  hJ levons  en  A  et  R  les  perpendiculaires  à  la  tangente 
et  soient  cl  et  '^  les  points  où  elles  coupent  respectivement  les 
perpendiculaires  abaissées  de  M  surOX  et  OB  Démontrer 
que  la  droite  a[^  passe  par  le  centre  de  courbure  de 
l'ellipse  en  M  et  par  le  point  de  rencontre  des  hauteurs 
du  triangle  OAB.  P.  Balitrand. 

Solution 
Par  M.  J.  I.EMAiRi;. 

Appelons  oj  le  point  où  a^  coupe  la  normale  en  M,  il  suffit 
de  prouver  que 


Mœ  - 


CM' 


OM.sinO 


\.B 


OM'  désignant  le  demi-diamètre  conjugué  de  OM,  et  6  l'angle 
MOM';  la  figure  donne 

M  (0  —  A  a        MA 


d'où 


B  [i  —  M  oj        M  B  ' 

MA.IiSn- JMB.Aa 

M(o  =  — • 

AB 


si  OK  est  la  distance  de  O  à  la   tangente  en  M,  les  triangles 
semblables  MAa  et  OKA,  MB  ^  et  0KB  donnent 


AoL  = 


MA.AK 

OK     ' 


B3  = 


MB.BK 
OK      ' 


(  2.38  ) 

l'expression  de  Mto  peut  alors  s'écrire 

c'est  bien  la  valeur  du  ravon  de  courbure,  car 


MA. MB  =  OM'  et       OK  =  OM  sinO. 

Si  OK  coupe  «3  en   H,  un  calcul  tout  à  fait  analogue  au  pré- 
cédent donne 

KA.KB 

d'où  il  résulte  que  H  est  l'orlbocentre  du  triangle  OAB. 

2280. 

(1916,  p.  <):..! 

Si  Ton  divise  la  suite  naturelle  des  nombres  impairs  en 
groupes  successifs  de  termes  dont  les  nombres  sotit  indi- 
qués par  les  carrés  des  termes  de  la  suite  de  Fibonacci^  la     Mt 
demi-somme  des  termes  extrêmes  du  n'^"'^  groupe  est  égal 
au  terme  de  rang  in  de  la  suite  de  Fibonacci. 

R.    GOORMAGHTIGH. 

Soi,UTION 
Par  l.'AUTF.LR. 

Désignons  par  Un  le  terme  de  rang  n  de  la  suite  de  Fibo- 
nacci. En  utilisant  les  notations  d«*  M.  Laisant  [Propriété  de 
deux  suites  sommables  {Nouvelles  Annales,  nji^»  V-  ' '^' 
1 19)],  on  a 

/(  n)  =  in  —  \,         F  (  /;  )  =  /j  - , 

cp(n)  =  ul. 
On  a  ensuite,  diaprés  une  propriété  connue, 
<\i(n)  —  cp(i)  —  (2)  -H. ..-h  oin)—  u\  -^  u\  -h...^  ul  =  u,,  ",.^i- 
Par  conséquent,  la  somme  S,,  du  /t'"^"»*  groupe  considéré  est 


F[4>(/i)l  -  F[*(,,-M)]  =  «=«;,,, 


i'    i  "'■ 


'«+1 


—  ul     X    —  "in 


(  239  ) 

Or,  on  sait  que 

''Ll  —  "«-1  =    '^2/J- 

On  a  donc 

Puisque  le  groupe  considéré  esl  constitué  par  une  progres- 
sion arithmétique  ul  termes,  la  demi-somme  des  termes 
extrêmes  de  ce  groupe  vaut  iiin- 

Autres  solutions,  par  MM.  F.  Cahn  et  L.  Poli. 

2281. 

(  191fi,  p.  ti.=).) 

Soient  X  et  B  les  points  de  contact  des  tangentes  issues 
d'un  point  P  à  une  conique  X,  les  tangentes  menées  par 
A  et  B  à  une  conique  X'  honiofocale  à  2,  touchent  un 
cercle  dont  le  rayon  reste  constant  si  P  se  déplace  sur  une 
conique  homothétique  et  concentrique  à  S.  En  particulier^ 
si  A  et  B  sont  les  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués 
de  S,  le  carré  du  rayon  de  ce  cercle  est  égal  à  la  diffé- 
rence des  carrés  des  demi-axes  de  2  et  S'. 

r.  bouvaist. 
Solution 
Par  Un  Abonné. 

Si  l'équation  langenlielle  d'une  conique  est 

a2  a^-i- 62p2  —  I  =  o,    ' 

l'équation  quadratique  des  points  A  et  B  où  elle  est  rencon- 
trée par  une  droite  de  coordonnées  Uq  et  Vq  est 

—  (a^Ui)U  H-  ù^VqV — 1)'=  o. 

Si  la  droite  est  la  polaire  du  point  P(a,  ^),  cette  équation 
s'écrit 

a2         B2  \ 

L'équation  d'une  conique  >:',  homofocale  à  S,  étant 

«2^2+  62p2_,_  K(a2-|-   t'2)  =  o, 
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cette  conique  et  les  points  A  et  B  définissent  un  faisceau  lan- 
gentiel.  Pour  qu'il  y  ait  un  cercle  parnii  les  coniques  du  fais- 
ceau, il  Jaut  et  il  suffit  qu'on  ait,  a^o,  r,,  et  R  désignant  les 
coordonnées  du  centie  du  cercle  et  son  rayon, 


4(1^1-')^"'"'^*" 


I  )  i  OLU  -\-  'iv 


\)' 


+  «2  ,^2  _a_  ^2  <;2  _  I  „_  /.  (  ^2  _^  j,2  ) 

=  p.[  R2(a2.-h  p2)  —  (:ro  w  -+-7or  —  U"  ]• 

En     égalant    les    coefficients    correspondants,    on     trouve 
d'abord 

d'oîi 

À   =    p,  7.   =   ^0,  [^=70- 

Le  centre  du  cercle  est  donc  le  point  F*,  pôle  de  AH;  ce  qu'il 
est  facile  de  voir  par  la  Géométrie. 

En  égalant  ensuite  les  autres  coefficients,  on  trouve 


/.  = 


a^b'- 


6»' 


puis 


d'où 


62a2-^rt2|Î2_ 
X   [b^X^-h  a2   ^i2_^2(rt2_^   R2,j   =_^2(rt2_    K  ), 


R2.Z. 


K(  62^2,^  q2|>2_  ^2^1) 


Par  suite,  si  le  point  P  se  déplace  sur  une  conique  homo- 
tliétique  et  concentrique  à  S,  R2  reste  constant.  En  parti- 
culier si  A  et  B  sont  les  extrémités  de  deux  diamètres  conju- 
gués de  ^,  on  a 

b'^oL^--h  a^^^=  ■?.a'-b\ 

d'oiJ 

R»  =  K  . 

cest-à-dire   que    R'   est    égal    à    la    différence  des  carrés  des 
demi-axes  de  S  et  S'. 

Aulics  sc.hilions.   piir  MM.  M.  I'aii  iirix  et  l>.  Poi.i. 


(  '^-ll  ) 


XÉCIlOLOGIi:. 


Albert   GAUTHIER -VILLARS 

(1801-1918). 

C  est  avec  coiislernalion  que  nous  apprenons,  au 
«nonient  de  mettre  sous  ])resse  ce  numéro,  la  mort 
subite  de  notre  éditeur  M.  Gauthier- Villars. 

M.  le  Secrétaire  perpétuel  E.  Picard,  en  en  faisant 
part  à  l'Académie  des  Sciences,  a  rappelé  les  services 
rendus  à  la  Science  par  la  maison  Gauthier-Villars,  et 
déclaré  que  cette  fin  prématurée  excitera  les  regrets 
unanimes  de  l'Académie. 

Ces  regrets  seront  partagés  par  les  lecteurs  des 
Nouvelles  Annales  et  par  ses  camarades  de  l'Ecole 
Polytechnique,  dont  il  fut  élève  (promotion  1881). 

INous  en  adressons  l'expression  respectueuse  et  sin- 
cère à  la  famille  de  celui  qui  vient  de  disparaître,  et 
dont  la  vie  entière  fut  celle  d'un  homine  de  bien, 
intelligent,  d'une  liante  probité  et  d'un  ardent  patrio- 
tisme. 

La  Rédaction. 


Ami.  (le  Malhémal.,  \''  série,  L.  WIII.  (Juillet  kjiS.)  19- 
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[K'2e] 
SllK  L'ORTHOPOLE  ET  CERTAINS  LIMAÇOXS  DE  PASCAL 
ASSOCIÉS  Ail  TRIANGLE  ; 

Par  m.  R.  GOORMAGHTIGH. 


1.  Si  l'on  projette  les  sommets  d'iia  triangle  ABC 
sur  une  droite  d^  les  perpendiculaires  abaissées  de  ces 
projections  sur  les  côtés  correspondants  concourent  en 


Kig.   1 


un  point  M^  ortliopôle  de  d.  M.  JNeuberg;  a  montré  (') 
que,  si  la  (lr()il(*  d  pivote  autour  d'un  point  I*,  son 
()rtli()p(")lc  décrit  une  conique.  INou'^  allons  déterminer 
le  lieu  du  symétrique  N  de  M  parrapp(»rl  à  la  droite  (L 
quand  celle-ci  tourne  aulour  du  j>olnt  P. 


(  ')  Sur  les  C('rcl("<  poddiroi  re/ali/s  à  un  triangle  fixe  {Bulle- 
lin  de  r Aca.léniie  royale  de  /iefgif/uc  juillcl  ii'uU   n^io). 
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IjC  point  ]N  peut  être  dcfini  de  la  manière  suivante 
{fig.  i)  :  soient  A^,  B',  G^  les  projections  de  A5  B,  G 
sur  <i;  a,  ^,  y  1^*  points  où  d  rencontre  les  liauleurs 
AH,  BU,  GH;  à',  ^',  y'  les  milieux  de  Aft,  B|ii,  G7;  le 
point  IN  est  à  rinterseotiortdes  droites  A' a',  B'fi',  G^y'. 
Or  Ces  droites  enveloppent  les  cercles  Tai  ^61  le  qui 
ont  leurs  centres  aux  iwilietix  P^,  l^^,  P^-  de  PA,  PB, 
PG  et  cpîi  touchent  respectivement  les  hauteurs  AH, 
BH,  GH.  D'autre  part,  les  droites  A' a',  B'j^',  C'y'  sont 
les  syméiriques,  par  rapport  à  d^  des  perpendiculaires 
abaissées  de  A',  B',  G'  stir  BG,  GA,  AB.  Pàif  suite,  les 
droites  A' a',  B'ji',  G' y'  se  coupertt  sons  des  angles 
égaux  à  Ceux  du  triangle.  Tl  résulta  dé  là  que  le  point  N 
décrit  U«  limaçon  de  Pascal  qui  est  l'isoptiqtie  d'angle  A 
des  cercles  Vf,  et  Te-,  celle  d'angle  B  de  Te  et  F^  et 
celle  d'angle  G  de  Ta  et  F^, 

Lorsqu'une  droite  d  pivote  autour  d'uji  point  fixe, 
le  symétrique  de  V orthopôle  de  d.  par  rapport  à  d^ 
décrit  un  limaçon  de  Pascal. 

Gette  courbe  passe  par  les  projections  de  P  sur  les 
cotés. 

2.  Le  limaçon  de  Pascal  considéré  est  une  conchoïde 
du  cercle  P^P^Pc;  déterminons  la  constante  modulaire. 
Menons  par  P^  et  P,,  les  parallèles  V^W,  P,.N'  à  ji'N 
et  y'iN;  la  constante  cherchée  est  égale  à  NN'.  Or  il  est 
aisé  de  voir  que  le  parallélogramme  formé  par  les 
droites  f^'N,  P/,iN',  y'N,  P,.N'  est  égal  au  parallélo- 
gramme déterminé  par  les  perpendiculaires  li  AB  et  AG 
n^enécs  par  P  et  le  milieu  P'  de  PH,  et  l'on  a,  par 
suite,  NN'=.PP'. 

Le  point  double  Q  du  limijçon  est  le  point  oit  N'N 
recoupe  le  cercle   P^P^P,..   Les  distance     (>P^,    QP^. 
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étant  proportionnelles  aux  sinus  des  angles  de  NN' 
avec  N'P^  et  IS'  P^,  l'égalité  des  parallélogrammes  con- 
sidérés plus  haut  montre  que  les  distances  de  Q  à  P^, 
P^,  Pc  sont  proportionnelles  aux  cosinus  des  angles 
de  PH  avec  les  côtés  du  triangle. 

Gela  posé,  soit  co  l'orthopôle  du  diamètre  S  du  cercle 
circonscrit  parallèle  à  PH;  les  distances  de  es»  aux 
milieux  a,  6,  c  des  côtés  du  triangle  sont  aussi  pro- 
portionnelles aux  cosinus  des  angles  de  o  avec  les  côtés. 
Par  conséquent,  les  distances  de  Q  à  P^,  P^,  Pc  sont 
respectivement  égales  à  '^a,  cp6,  cpc.  Or  les  points  P^, 
P^,  Pf  sont  les  symétriques  de  a,  ^,  c  par  rapport  au 
milieu  P"  de  la  droite  qui  joint  P'  au  centre  O  du 
cercle  circonscrit;  le  point  Q  est  donc  le  symétrique 
de  CD  par  rapport  à  P". 

On  a  donc  la  proposition  suivante,  qui  permet  de 
déterminer  complètement  le  limaçon  correspondant  à 
un  point  P  donné  : 

Le  limaçon  de  Pascal  correspondant  au  point  P 
est  une  conchoïde  du  cercle  égal  au  cercle  des  neuf 
points  ayant  pour  centre  le  milieu  de  la  distance 
de  P  au  centre  O  du  cercle  circonscrit^  la  constante 
étant  égale  à  la  moitié  de  la  distance  de  V  à  Vor- 
thocentre  H.  Le  point  double  est  le  symétrique  de 
l'orthopôle  du  diamètre  du  cercle  circonscrit  paral- 
lèle à  PH,  par  rapport  au  milieu  du  segment  com- 
pris entre  O  et  le  milieu  de  PH. 

De  ce  qui  précède  il  résulte  encore  que  les  limaçons 
correspondant  à  des  points  P  à  égales  distances  de  H 
sont  égaux  entre  eux,  et  que  les  limaçons  considérés 
deviennent  des  cardioïdes  quand  P  appartient  au  cercle 
de  centre  H  dont  le  rayon  est  égal  au  diamètre  du 
cercle  circonscrit.  (^)uand  P  se  déplace  sur  une  droite 
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issue  de  H,  le  point  double  du  limaçon  correspondant 
décrit  une  parallèle  à  cette  droite. 

3.  (Considérons  maintenant  le  cas  où  P  coïncide 
avec  O.  Soient  G  le  centre  de  gravité  du  triangle, 
cp,  l'orthopôle  de  la  droite  d'Euler,  'f\  le  point  com- 
plémentaire de  o<  {fig.  2).  D'après  ce  qui  précède,  le 

Fis:.  2. 


point  double  Qi  du  limaçon  qui  correspond  au  cas 
spécial  considéré  est  le  symétrique  de  o,  par  rapport 
au  milieu  O'  du  segment  compris  entre  O  et  le  centre  O9 

du     cercle    des    neuf    points.    Si    l'on    observe   que 

3 ^ 

OgO'^^OyG  et  cp'j  cp,  =  Scp'j  G  et  qu^on  applique  le 

théorème  de  Menelaûs  au  triangle  O'cp,  G  coupé  par  la 
transversale  Ogcp'^,  on  voit  que  Og'^'j  passe  par  Q,  ;  en 
appliquant  ensuite  le  même  théorème  au  triangle 
OgQiO'  coupé  par  la  transversale  cD,Gcp',,  on  trouve 
que  Q,  est  le  symétrique  de  Cj  par  rapport  à  co', . 

D'autre  part,  l'orthopôle  d'un  diamètre  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  ABC  est  le  toyer  de  la  parabole 
inscrite  au  triangle  abc  dont  ce  diamètre  est  la  direc- 
trice; en  remarquant  que  O  est  l'orthocentre  du 
triangle  abCj  et  que  cp'j  est,  dans  ce  triangle,  l'ortho- 
pôle de  sa  droite  d'Euler,  on  trouve  donc  le  théorème 
suivant  : 
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Le  Lieu  des  symétriques  des  foyers  des  paraboles 
inscrites  à  un  triangle^  par  rapport  à  leurs  direc- 
trices^ est  un  limaçon  de  Pascal. 

Ce  limaçon  passe  par  les  sommets  du  triangle;  il 
est  une  conchoïde  d^un  cercle  égal  au  cercle  cir- 
conscrit ayant  pour  centre  l'orthopentre  du  triangle^ 
la  constante  étant  égale  à  la  distance  do  Portlio- 
centre  au  centre  du  cercle  circonscrit. 

Le  point  double  du  limaçon  est  le  symétrique  du 
centre  du  cercle  circonscrit  par  rapporta  Corthopnle 
de  la  droite  d'Euler. 

4.  Nous  avons  signalé  dans  Mathesis  (1913,  p.  81, 
question  1890)  la  proposition  suivante  : 

Les  perpendiculaires  abaissées  d\in  point  va- 
riable R  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  sur  les 
côtés  recoupent  le  cercle  circonscrit  en  A,,  B,,  C|  : 
les  points  où  la  droite  de  Simson  de  R  rencontre  les 
côtés  du  triangle  V,B,G,  décrivent  trois  limaçons 
de  Pascal  L^,  L/;,  L^-. 


Ces  courbes  peuvent  être  considérées  comme  de» 
cas  particuliers  de  celles  obtenues  ci-dessus.  \\  est,  eu 
elFet,  aisé  de  montrer  que  le  limaçon  L^  est  la  podaire, 
par  rapport  à  A,  du  cercle  de  centre  O  tan«:enl  à  \M\\ 
cette  courbe  est  doue  une  concboïde  du  cercle  de  dia- 
mètre AO,  le  pôle  étant  le  souimet  A  et  la  constante 
égale  kOa.  On  obtient  donc  la  même  courbe  en  sup- 
posant que,  dans  la  définition  des  limaçons  considérés 
plus  liant,  le  poini  P  coïncide  avec  le  sommet  A. 

Ainsi,  les  liniaçons  Ln,  La,  Le  sont  aussi  les  lieux 
des  symétriques  des  orthopôles  des  droites  menées 
par  les  sommets,  par  rapport  à  ces  droites. 
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5.  Il  résulte  encore  de  ce  qui  précède  que,  lorsque 
d  passe  par  rorlhocentre,  le  symétrique  iN  de  l'ortho- 
pôle  de  d^  par  rapport  à  d^  appartient  au  cercle  des 
neuf  points.  Dans  ce  cis,  le  point  N  jouit  de  propriétés 
remarquables  qu'on  peut  déduire  de  l'étude  de  l'ortlio- 
pôle  de  la  minière  suivante.  Considérons  la  figure 
formée  par  un  triangle  A2B2C2,  le  cercle  circonscrit, 


une  droite  d^  et  les  droites  qui  interviennent  dans  la 
construction  de  l'orthopôle  S  de(ii  ;  en  projetant  cette 
figure  sur  un  plan  passant  par  ^,,  on  trouve  la  propo- 
sition suivante  :  si  l'on  mène,  par  les  projections  des 
sommets  d'un  triangle  ABC  sur  une  droite  cZ,  des 
droites  qui  ont  des  directions  conjuguées  à  celles  des 
côtés  du  triangle  par  rapport  à  une  ellipse  circons- 
crite S  dont  l'axe  est  parallèle  à  d^  ces  droites  sont 
concourantes.  En  étendant  ensuite,  d'après  le  principe 
de  continuité,  cette  propriété  au  cas  oùlS  est  remplacée 
par  l'Iijperbole  équilatère  (H)  circonscrite  à  ABC  et 
dont  l'axe  est  parallèle  à  <:/,  on  est  amené  à  considérer 
la  définition  du  point  N  comme  intersection  des 
droites  A'a',  B'ji',  C'y'. 


■y 
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Or,  dans  le  triangle  A2B2G2,  Torthopôle  S  de  la 
droite  d\  appartient  aux  droites  de  Simson  des  points 
oix  cette  droite  rencontre  le  cercle  AoBoGo.  Si  l'on 
transforme  cette  propriété  et  si  l'on  observe  que,  dans 
Je  cas  oix  d  passe  par  H,  ce  point  est  une  des  inler- 
<5ections  de  (H)  et  d^  on  voit  que  les  parallèles  menées 
^par  H  à  A'a',  B'^S',  C'y'  rencontrent  alors  les  côtés  BC, 
GA,  AB  en  trois  points  qui  appartiennent  à  une 
droite  A  (*)  qui  passe  par  ÏN  (fig.  3). 

D'autre  part,  la  droite  de  Siinson  d'un  point  du 
cercle  circonscrit  à  AoB^Ci  par  rapport  à  ce  triangle 
est  la  tangente  au  sommet  de  la  parabole  inscrite  qui  a 
ce  point  pour  foyer.  En  transformant  cette  propriété, 
on  trouve  que  la  parabole  tt  inscrite  au  triangle  ABC  et 
qui  est  tangente  à  A  est  aussi  tangente  aux  droites 
menées  par  H  et  inclinées  à  /\h^  sur  d  et  que  l'axe  de 
cette  parabole  a  une  direction  symétrique,  par  rappori 
à  <i,  de  cellede  la  perpendiculaire  abaisséede  H  sur  A.  H 
résulte  de  là  que  le  symétrique  de  H  par  rapport  à  A 
est  le   foyer  de  t:  et  que  la  projection  II'  de  H  sur  A 


(^)  Cette  proposition  est  identique  à  ce  thcoi'éme  connu,  qui  esl 
donc  une  conséquence  directe  de  celui  de  Simson  : 

Deux  droites  rectangulaires  menées  j>ar  Vorthocentre  détcr- 
minent  sur  les  côtés  trois  segments  dont  les  milieux  sont  en 
ligne  droite  {Mathesis,  1913,  p.  2.3(3,  question  \^kk;  Intermédiaire 
des  Mat/iématiciens,  i<)i(i,  p.  12^.  question  iG50:  Journal  de 
Vuibert^  1916-1917.  p.  5(),  question  8482). 

Ce  théorème  peut  être  généralise  de  la  manière  suivante  : 

Les  parallèles  aux  droites  de  Simson  des  extrémités  d'un  dia- 
mètre dit  cercle  circonscrit,  menées  par  l'inverse  triangulaire  i} 
d'un  point  quelconque  de  ce  diamètre,  délertninent  sur  les  côtes 
trois,  segments  dont  les  milieux  sont  sur  une  droite;  le  symé- 
trique de  ()  par  rapport  à  celte  droite  appartient  au  cercle  cir- 
conscrit. 
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appartient  au  cercle  ahc]  par  suite,  l\  est  la  projec- 
tion de  O  sur  A. 

l.e  centre  //  tle  (H)  est  à  l'intersection  des  parallèles 
à  Va',  B'[i',  (Vy'  menées  par  a,  6,  c;  A  est  donc  le 
point  diamétralement  opposé  à  N  sur  le  cercle  abc  et 
appartient,  par  conséquent,  à  HH'.  Or  nous  avons 
montré  [Note  sur  V orthopôle  {Mathesis^  i9^4)]  que 
l'orthopôle  d^ine  droite  d^  par  rapport  à  un  triangle 
VoBoCo  appartient  à  la  transversale  réciproque  de  la 
symétrique  de  d^  parrapportau  centredu  cercle  A2B2G2. 
On  en  déduit  facilement  que,  dans  le  triangle  ABC, 
le  point  N  appartient  à  la  transversale  réciproque  d"  de 
la  symétrique  d'  àe  d  par  rapporta  h. 

En  réunissant  ces  diverses  propriétés,  on  trouve  donc 
la  proposition  suivante  : 

Lorsqu'une  droite  d  passe  par  Uortliocentre  H  du 
triangle^  le  symétrique  N  de  Vorthopôle  de  d,  par 
rapport  à  d^  appartient  au  cercle  des  neuf  points; 
dans  ce  cas^  les  droites  qui  joignent  H  aux  symé- 
triques des  sommets,  par  rapport  à  <:/,  rencontrent 
les  côtés  correspondants  en  trois  points  qui  appar- 
tiennent à  une  droite  A  passant  par  N;  le  point  IN  est 
la  projection  du  centre  du  cercle  circonscrit  sur  A; 
La  perpejidiculaire  menée  tZe  H  à  A  coupe  le  cercle 
circonscrit  en  deux  points;  l'un  de  ces  points  est  le 
foyer  de  la  parabole  inscrite  qui  est  tangente  à  A  ; 
si^  par  Vautre  points  on  mène  une  parallèle  à  d,  la 
transversale  réciproque  de  la  droite  obtenue  passe 
par  le  point  IN. 
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[M'5b] 

Sl'll  l/HVPOCVCLOmE  A  TROIS  HEBUOLSSEMEXTS; 

Pai\  m.  J.  LEMAïRE. 


1.  Une  lijpocjcloïde  à  trois  rebroûssements,  étant 
une  courbe  de  troisième  classe,  admet  six  tan<^entes 
communes  avec  une  conique,  de  sorte  qu'il  existe  une 
relation  et  une  seule  entre  six  pareilles  tangentes; 
cette  relation  est  exprimée  parle  théorème  suivant  que 
j'ai  admis,  dans  une  étude  précédente  (N.  A.^  if)ï3, 
p.  49  et  I  i3),  comme  une  conséquence  d'un  théorème 
plus  général  dû  à  M.  G.  Humbert  : 

P0UI'  que  six  tangentes  d'une  H 3  touchent  une 
même  conique^  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  des 
angles  qu^ elles  font  avec  la  tangente  T'T  à  Hiypo- 
cycloïde  en  l'un  de  ses  sommets  soit  égale  à  hr,. 
h  désignant  un  nombre  entier  (la  notation  H3  repré- 
sentant toute  hypocycloïde  à  trois  rebroûssements). 

Celle  proposition  peut  être  étaijiie  de  la  manière 
suivante  : 

Rappelons  d'abord  qu'une  tangente  à  une  lia  étant 
déterminée  sans  ambiguïté  par  l'angle  (o  que  fait  avec 
la  direction  T'T  la  demi-tangente  qui  est  du  uiéme 
côté  que  le  centre  par  rapport  à  T'T,  nous  pouvons 
désigner  par  la  notation  to  la  tangente  correspondant  à 
l'angle  to,  suj)p()sé  couipris  entre  zéro  el  n. 

Considérons  deux  coniques  quelconques  (C)  et  (C), 
et  soient   a, ,  a^ a 


.,;  et  a,,   a^ 


.  a],  les  angles 


r 
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dcfinissaiiL  les  deux  groupes  de  tangentes  communes  à 
chacune  d'elles  et  à  une  H3  que  nous  appellerons  (H); 
démontrons  que 

(I)  2a/,=  5:a'A, 

le  signe  ^  voulant  dire  :  égale  k  h-  près,  h  entier. 

On  sait  que,  n  uiie  conique  variable  passe  par  quatre 
points  fixes  d'une  cubique,  la  corde  qui  joint  les  deux 
autres  points  d'intersection  des  deux  courbes  coupe  la 
cubique  Qn  unt  troisième  point  qui  est  fixe  ;  corrélative^ 
ment,  si  une  conique  variable  touche  quatre  tangentes 
fixes  d'une  courbe  de  troisième  classe,  du  point  com- 
mun aux  deux^  autres  tangentes  communes,  on  peut 
mener  une  troisième  tangente  à  la  courbe,  qui  est 
ftite, 

Si  donc  (S)  désigne  la  conique  tangente  aux  droites 
î'h  «2?  ^3,  a^,  a'g,  et  si  (^  est  la  sixième  tangente  com- 
mune à  cette  conique  et  à  (H),  les  tangentes  ol^  et  ac 
d'une  part,  a.,  et  ^  d'autre  part,  se  coupent  sur  une 
même  tangente  9  à  (H),  et  nous  pouvons  écrire  (N.  A., 
i()i3,  p.  54) 

«5  H-  ag  H-  0  E-  -, 

«5  -h  3  +  0  =  - , 


(I  ou 


«5+  «f 


et  par  suite 


Ea/f=  «iH-  a2-t-  «3+  a^+  a5  H-  ^\ 


soient  de  même  (S')  la  conique  tangente  aux  droites  a, , 
ao,  a3,  a',,  a'.,  et  y  la  sixième  tangente  commune  à  cette 
conique  et  à  (H);  on  a,  comme  ci-dessus, 
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et,  par  conséquent, 

2  a/,=  ai  -f-  a,  -I-  a^  H-  a ^  -t-  a .3  +  -;  ; 

en  continuant  de  proche  en  proche,  on  arriverait  à  hi 

relation 

2  a/,  =  a'i  4-  a',  +  a^  +  a'.  -4-  a'^  -h  cp, 

OÙ  C2  est  la  sixième  tangente  commune  à  (H)  et  à  la 
conique  tangente  aux  droites  a'j,  a,,  ^.3,  a'^,  a'.;  comme 
il  n'existe  qu'une  seule  conique  tangente  à  ces  cinq 
droites,  les  sixièmes  tangentes  es  et  aj.  coïncident  né- 
cessairement, o  =  y.g,  et  la  relation  ci-dessus  est  préci- 
sément la  relation  (i)  qu'il  s'agissait  d'établir. 

Ainsi  HoL/f  conserve  une  valeur  constante  quand  la 
conique  (C)  varie;  en  considérant  en  particulier  le 
cercle  tritangent  à  (H),  on  trouve  que  cette  somme  est 
bien  de  la  forme  Iitz  (h  entier),  ce  qui  démontre  la 
première  partie  du  théorème;  la  seconde  en  dérive 
immédiatement,  à  cause  de  la  remarque  faite  plus  haut 
relativement  à  la  détermination  d'une  tangente  par  son 
angle  avec  T'T. 

2.  Soit  ABC  un  triangle  T  formé  par  trois  tangentes 
à  (H)  perpendiculaires  aux  tangentes  issues  d'un  point 
quelconque  H;  nous  savons  que  H  est  l'orthocentre  de 
ABC,  et  que  (H)  est  l'enveloppe  des  droites  de  Simson 
du  triangle  :  considérons  le  faisceau  des  hyperboles 
j'quilatères  (h)  circonscrites  à  ABC,  et  cherchons  le 
lieu  des  points  de  contact  M  des  tangentes  à  ces  hyper- 
boles pArallèles  à  une  direction  donnée  D;  sur  une 
parallèle  quelconque  L  à  D,  il  y  a  deux  points  tels 
que  M  à  distance  finie,  les  points  doubles  de  l'involu- 
tion  déterminée  sur  L  pai-  les  côtés  opposés  du  qua- 
drangle  ortluigonal  AlK'Jl,  cl  nu  point  à  rinfini  qui 
correspond  à  1  hvj)erbole  (h)  ayant  L  pour  direction 
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asjmptotique  :  le  lieu  de  M  esl  donc  une  cubique  (T), 
laquelle  passe  aux  somnjets  du  qiiadrangle,  et  aussi 
évidemment  aux  pieds  des  hauteurs  du  triangle  T; 
cette  cubique  coupe  la  droite  de  l'infini  au  pointa  Pin- 
fini  sur  D  et  aux  deux  points  doubles  de  Tinvolution 
déterminée  par  les  hyperboles  du  faisceau  sur  cette 
droite,  c'est-à-dire  aux  points  cycliques. 

On  voit  ainsi  que  les  sommets  d'un  triangle,  l'ortho- 
centre  et  les  pieds  des  hauteurs  appartiennent  à  une 
infinité  de  cubiques  circulaires. 

Pour  que  L  soit  une  asymptote  de  (F),  il  faut  et  il 
suffit  que  l'un  des  points  P  et  P'  où  elle  coupe  la 
courbe,  P'  par  exemple,  soit  rejeté  à  l'infini,  l'autre  P 
devenant  alors  le  milieu  commun  aux  segments  déter- 
minés sur  la  droite  par  les  côtés  et  les  hauteurs  corres- 
pondantes du  triangle  T;  on  sait  que  c'est  là  une  pro- 
priété caractéristique  des  droites  de  Simson  et  que  P 
est  alors  sur  le  cercle  des  neuf  points  de  T,  et  l'on  a  ce 
théorème  : 

Par  les  sommets^  l' orthocentre  et  les  pieds  des 
hauteurs  de  tout  triangle  T  d'une  H^,  passeiit  une 
infinité  de  cubiques  circulaires^  et  Venveloppe  des 
asymptotes  réelles  de  ces  cubiques  est  Vhypocy- 
cloïde  (H)  elle-même  ;  le  lieu  du  point  commun  à 
une  cubique  et  à  son  asymptote  réelle  est  le  cercle 
tritangent  à  (H). 

Du  mode  de  génération  de  (F)  il  résulte  que  les  tan- 
gentes à  cette  courbe  aux  quatre  points  A,  B,  C,  H 
sont  parallèles  à  l'asymptote  ;  ces  points  sont  les  centres 
d'anallagmatie  de  la  cubique. 

A',  B',  C  désignant  les  pieds  des  hauteurs  du 
Iriangle  T,  les  tangentes  à  (F)  aux  points  A',  B,  C  en 
ligne  droite  de  cette   cubique   coupent  la   courbe   en 
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trois  nonveaiix  points  qui  sont  sur  une  droite  dite 
satellite  de  la  première.  Goiftme  les  tangentes  en  B 
et  G  sont  parallèles  à  l'asymptote,  leurs  points  tangen- 
tiels  coïncident  avec  le  point  réel  à  l'infini  sur  [Y ).  et 
la  satellite  de  A'BG  est  l'asymptote^  d'où  l'on  conclut 
que  la  tangente  en  A'  à  la  cubique  coupe  celte  courbe 
au  même  point  P  que  son  asymptote,  et  que  les  tan- 
gentes aux  points  analogues  B'  et  G'  passent  2L\n%'i  en  P  : 
donc  : 

Si  Ion  joint  un  point  P  du  cercle  tritangent  à 
une  H3  aux  pieds  des  hauteurs  d'un  triangleT  quel- 
conque.)  il  existe  une  cubique  circulaire  tangente  en 
ces  points  aux  droites  ainsi  tracées  y  et  contenant  tes 
sommets  et  Vorthocentre  de  T,  et  Vasymptote  réelle 
de  cette  cubique  passe  en  P  et  enveloppe  Vhypocy- 
cloi'de,  quand  T  varie  et  que  P  se  déplace  sur  le 
cercle  tritangent. 

3.  Depuis  la  publication  de  1  étude  rappelée  plus 
haut,  j'ai  eu  connaissance  de  plusieurs  Mémoires  sur 
TH;},  dus  à  M.  Gob,  professeur  à  TAthénée  de  Liège 
(Mémoires  de  la  Société  royale  de  Liège)  qui  a  donné 
en  particulier  de  oufieuses  propriétés  des  eHips^fs 
iritangentes  k  cette  courbe. 

Je  me  bornerai  à  en  extraire  l'énoncé  du  théorème 
suivant,  donné  sans  démonstration  par  Steitter,  et  établi 
par  AL  Gob,  et  à  en  indicpier  une  autre  démonstration 
sim|)le  : 

ABG  étant  un  triangle  T  formé  par  les  tangentes 
perpendiculaires  à  trois  tangentes  concourantes} 
(Tune  II;],  si  l'on  inscrit  à  ce  triangle  une  conique 
variable  (2)  passant  par  rorthocentre  H.  la  tan- 
gente A  à  cette  conique  au  point  M  diamétralement 


i 
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opposé  à  H  touche  rhypocycloïde  considérée  (H), 
ern>eloppe  des  droites  de  Simson  de  T* 

D'abord  il  n'existe  qu'une  droite  A  de  direction  don- 
née, car  cette  direction,  fixant  la  tangente  en  H  à  (2), 
détermine  une  conique  unique. 

Comme  par  H  passent  deux  paraboles  inscrites  au 
triangle,  la  droite  de  l'infini  est  bitangente  à  l'enve- 
loppe de  A,  qui  est  ainsi  une  courbe  de  troisième 
classe  (A), 

Cette  courbe  est  manifestement  tangente  aux  côtés 
et  aux  hauteurs  du  triangle.  Soit  N  le  point  où  A  coupe 
BC,  supposons  que  la  tangente  en  H  à  (S)  vienne  se 
confondre  avec  la  parallèle  à  BC,  qui  coupe  AC  et  AB 
en  b  et  c,  A  vient  se  confondre  avec  BC,  et  le  point  de 
contact  de  ce  côté  avec  l'enveloppe  (A)  est  la  limite 
de  N,  c'est-à-dire  le  point  de  contact  A<  de  BC  avec  la 
conique  correspondante.  D'après  le  théorème  de  Brian- 
cho»n,  B^,  Ce  et  A,  H  concourent,  de  sorte  que 


A,  G 

Hc 

AjB  ~ 

Hè' 

mais,  D  désignant 

le 

pied  de  la  hauteur 

issue 

de 

A, 

on 

a  aussi 

DB 
DC  ~ 

Ile 
Mb' 

par  coflséqnent, 

A, G 
AiB 

DB 
DC' 

et  cette  relation  est  vraie  en  signe  comme  les  précé- 
dentes. On  en  conclut  que  A,  et  D  sont  symétriques 
par  rapport  au  milieu  de  BC,  c'est-à-dire  que  A,  est  le 
point  où  (H)  touche  ce  côté;  les  courbes  (A)  et  (H) 
sont  donc  tangentes  en  A,  et  aux  deux  autres  points 
analogues^  Bj  et  Cf  ;    comme  elles   touchent  aussi  les 
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liauteurs  de  T  et  sont  bitangentes  à  la  droite  de  l'infini, 
elles  coïncident,  ce  qui  établit  la  proposition.  M.  G0I3 
démontre  que  le  lieu  du  point  M  est  l'ellipse  tritan- 
gente  à  (H)  aux  points  A,,  B,,  C). 


[K^6] 

^  E\TE\SIOi\  DT\  THÉORÈME  DE  M.  S.  OLE; 

Par  m.  N.  AGRONOMOF. 


Dans  The  Tôhoka  Matliematical  Journal  (191(3, 
]).  220),  M.  S.  Oue  a  énoncé  le  théorème  suivant  : 

Etant  dojiné's  les  points  A|,  Ao,  A3,  A.j  sur  une 
circonférence^  les  cercles  clEuler  de  trois  quel- 
conques de  ces  points  concourent  en  un  même  point 
(i,  2,  3,  4)- 

Etant  donnés  les  points  Aj ,  A2,  A3,  A4,  A5  sur  une 
circonférence^  les  points  (2,  3,  4?  5),  (i,  3,  4?  5)? 
(j,  2,  4^  5)7  (15  2,  3,  5),  (1,  2,  3,  4^  sont  sur  une 
même  circonférence  [i,  2,  3^  4^  5]. 

Etant  donnés  les  points  A,,  Aj,  A3,  A4,  A5,  Ao 
sur  une  circonférence ,  les  cercles  [2.  3,  4i  ^t  6]^ 
[1,3,4,5,6],  [1,2,4,5,6],  [1,2,3,5,6],  [i,  2,3,4,6], 
[i,  2,  3,  4,  5]  concourent  en  un  même  point 
(I,  2,  3,  4,  5,  6),  e^c. 

Voici  une  généralisation  du  théorème  de  M.  S.  Oue  : 

Etant  donnés  n  points  sur  une  hyper  sphère  de 
m  dimensions^  les  centres  de  gravité  de  (n  —  \)quel- 


I 


(  ^'n  ) 

conques  de  ces  points  sont  sur    une   même   hyper- 
sphère  (I,  :>,,  .'),  . . .,  /^). 


SoÎL 


xl-i-  xl  -+-  xl  -i~ .  .  .-i-  .rf,,=  R2 


l'équation    cl'liypersplière.     Si     les     coordonnées     de 
n  points  sont 


^1,1)        ^-2,11        ^3,1' 
^•1,21        '^2,25        ^"3,27 


/R2 ^'2        _  ^2       


ce' 


V/'R2—  af  ^2—^2,2  — •••— ^-.7^-1,2^ 


,     . .  . . , 


^1,'n       ^2,»'      ^:)./n       •••3       V"  '^î,»        "^2./*        •••        ^"/i 

celles  de  centres  de  gravité  sont 


a  ,,'\-  a. 


I  ,3 


1," 


n  —  i 


^2,2  +  -2.3-^-  •  •+^-2,« 


(,'("2,3,...,/0; 


/<  —  I 


V/R^-  af .,-...-  a;^,_, ,,  +...+  v/K^-ar..- 


^2,n       •■•        ^-  7/z  -  1 , ,' 


/i  —  l 


^1,1-+-  '^i.:i-+--  •  --^«i.u 


(/(.,  r  ...,n) 


■^2  ) 

Il  —   1 

.-+-  n.y 

—  y 

,11 

/i  —   l 

v/R-^ 


1,1 


•  •  -^  m 


\/\V^ 


a: 


■''>»-\.'i 


Il    -    -    I 


On  voit  que,  quelles  que  soieijt  les  valeurs  de  a,  les 
points  Ç  sont  sur  une  même  liypersphère 


aj 


ai,i-f-a,^5 


■1.'/ 


/i  —  i 


7.,,,,+  a,,2H-...-+-a,,,, 


Il  —  I 


/liT 


•///  — 1  .1 


V^iV 


R2 


//  —  I  /         (  ;i  —  1  ) - 

Ann.  de  Malliëniat,,  4'=  série,    l.  XVIH.  (Juillel  ujiS.)         20 
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Etant  donnés  (n  -\-  \)  points  A4,  A2,  A3,  ...,  A„^, 
sur  une  hypersphère  de  m  dimensions,  les  hyper- 
sphères  (2,  3,  ...,// 4-1),  (i,  3,  ...,  /i  +  i),  ..., 
(i,  2,  .  .  .,  ji)  concourent  en  un  même  point 
[1,2,  ...,/?+  1]. 

Les  équations  (2,  3,   . . .,  /^  4-  i  ),  .  .  .  sont 


f  ^1  — 


••2.1 


H~    l   OC^  n 


Il  —  I 


/R2~... 


H- 


/?  —  I 


I    ~  (  n  -  -  1  .2 


On     Nérifie     facilement      que      les      livpersphères 

(  2 ,  3 ,  . . . ,  /i  -f-  I  ) ,  (  1 ,  3 ,  .  . . ,  /i  H-  I  j ,  ...  passent  par  le 
point 


^^■2,1- 

n  — 

I 

n  —  1 

Aussi  même  on  peut  démontrer  que  : 

Etant  donnés  [n  -\-  :>.)  points  V,,  Ao,  ...,  A„^.j 
sur  une  hypersplière  de  m  dimensions,  les  points 
[2,  3,  ...,  //  H-  2],  [i,  .),  ...,  n-^  2],  ....  [i.  2,  ...,  n  4-1] 
sont  sur  une  même  hypersphère  [1,2 //  -h  2]. 

Etant   donnés   (/?-|-3)  points   Ai,   A 2 A „_,.:, 

sur  une  liypei-splière  de  m  dimensions,  les  hyper- 
sphères    (  2,   3,   . . .,  /i  -H  3  ),    (i ,  3 //  -I-  3  I,    . . ., 

(I,  2,  ...,  // -h  2)  concourent  en  un  même  pnint 
[1,2,..,  n  -f-3]. 

Etc. 

Pour  ///  :-rr  •>,  //=  3 ,  OU  ICllOUNC  U'^  I  I  H'i  iTt' MÏO  (If 
JM.     S.    ()UC. 
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CORUESPONDA^CK. 


M.  M. -F.  Egan.  — Au  sujet  de  la  question  1617  (fou- 
la solution,  191 8,  p.  -3).  —  Le  théorème  énoncé  dans 
la  question  peut  s'exprimer  comme  il  suit  :  «  Soient 

A,  B,  G  les  pieds  des  normales  abaissées  d'un  point  P 
à  une  parabole,  et  soit  A'  le  deuxième  point  de  ren- 
contre de  AP  avec  la  courbe  ;  les  tangentes  à  la  para- 
bole en  B,  G,  A',  ainsi  que  la  droite  BG  et  le  diamètre 
mené  par  A.'^  touchent  une  même  parabole  de  fojer  P. 
BG  est  la  tangente  au  sommet  de  cette  parabole.    » 

{]i\e  transformation  par  polaires  réciproques,  par 
rapport  à  un  cercle  de  centre  P,  donne  l'énoncé  sui- 
vant :  Soiejit  A,  B,  G  les  pieds  des  normales  à  une 
ellipse  issues  d  un  point  P  situé  sur  la  courbe^  A.'  le 
point  de  l^ellipse  diamétralerne/it  opposé  à  A^  Q  e^R 
les  pâles  de  BG  et  PA';  les  points  B,  G,  A^,  P,  Q,  R 
sont  sur  une  même  circonférence  dont  PQ  est  un 
diamètre. 

Geci  se  démontre  assez  facilement.  En  effet,  les  nor- 
males à  Tcllipse  en  P,  A,  B,  G  concourent,  doncP,  A', 

B,  G  sont  sur  un  cercle  de  Joacliimsthal  (J).  Lc> 
angles  PBQ,  PGQ  étant  droits,  PQ  est  un  diamètre 
de  (J).  Soit  O  le  cenlre  de  Tellipse.  O  est  le  milieu 
de  AA',  et  Va  droite  0\x  passe  par  le  milieu  de  PA', 
OR  est  donc  parallèle  à  AP  et  par  conséquent  perpen- 
diculaire aux  tangentes  en  A  et  A'  à  l'ellipse.  Or, 
d'après  un  tliéorème  de  Luguerre  (^),  le  cercle  de  Joa- 

(')    V^oif  Casey,  Analytical  Geometry^  i^^O'^,  P-  219. 
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chimsllial  passe  par  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  de  Tellipse  sur  la  tangente  en  A', 
c'est-à-dire  par  le  point  R  :  ce  qui  achève  la  démons- 
tration. 


SOLIITIOXS  M  OIESTIOXS  PROPOSÉES. 


2282. 

(l'Jit;,  p.  1)"'.) 

Soit  r  la  section  d'une  quadiiquc  S  par  le  plan  polaire 
d'un  point  P  par  rapport  à  cette  quadrique,  la  dévelop- 
pable  circonscrite  à  V  et  à  une  quadrique  S'  honiofocale 
à  S  est  circonscrite  à  une  sphère  dont  le  rayon  reste  con- 
stant si  P  décrit  une  quadrique  liomothétique  et  concen- 
trique à  S.  En  particulier,  si  V  passe  par  les  extrémités 
de  trois  diamètres  conjui^ués  de  X,  le  carré  du  rayon  de 
cette  sphère  est  égal  au  double  de  la  différence  des  carres 
des  demi-axes  de  1  cl  X'.  R.  Boi'VAIST. 

Solution 

Par  IN  AnoNNi';. 

i 

La  solution  ne  dilfère  pas  de  celle  de  la  que-^lion  2281.  mais 

l<îs  calculs  sont  un  peu  plus  longs  |)arcc  qu'il  y  a  hois  variables 
au  lieu  de  deux. 

Si  l'équation  tangentiellc  de  il  est 


■î//2_|_  /vîpVx.  ,.'2,i. 


1  —  <>, 


l'équation  de  V  est 

,2  ^^2 


/a2 


/;2 


-  -* I  ](aUri-,~  b'-i-i 


r-  Il I  I 


—  (  a  «  -h  [i  p  -h  Y  '»'  —  0' 
7,  [i,  Y  élaul  les  coordonnées   de  P. 
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La  qui)dii(iue  S'  ayant  pour  éqiialion 

«2  ^^2  _i_  lyi  (.2  _|.    (^2  (,,2  __  ,  —   |,^  (  ^^2  _!_  ^,i  _|_  (p,2  )  =  o 

détermine  avec  V  un  faisceau  tangcntiel  et,  pour  qu'il  y  ait 
dans  le  faisceau  une  sphère,  de  rayon  R  et  de  centre  Xq^  J'oj  ^or 
on  doit  avoir 

'^^        -;  -^-  h  -^  ^  — I  U«-«-+  ^^-^('2-1-02(^2—]) 
\a-        b'        c-         J 

—  (  a  «  -1-  [i  r  -7-  Y  (V  —  I  )2 

-i-  a^  ^2  4-  62  p2  _^  c2  (p2  _  I  _  K  (  ^^2  _|_  p2  _^   t^,2  ) 
=    ;j.  [  K2  (  ^2  -h  (.'2  -^-   (p2  j  _  (  a^i,  ,^   ^    y^  p  _|_  2o  ÏV  —  1  )2  j  . 

\in  égalant  les  coefficients  correspondants,  on  trouve  d'abord 

À  =  fj.,         a^o  =  a,         Yq  =  [3,         >So  =^  Y  ; 


puis 


-,  r„,  /  ? 


,.L 


i»         c 


^-')-( 


Rî— a»)] 


(a^-K), 


d'oïl  l'on  lire,  après  quelques  Iraiisforniations, 


R^='^'|-|-S-'^ 


et  si   r  passe  par  les  extrémités  de  trois  diamètres  conjugués- 

K2.-2K, 


puisque  alors 


a2  "^"  /r2  -^  c2  ~  ^• 


Les  propositions  sont  donc  démontrées. 
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2283. 

(  1916,   \K  !|6.) 

S  et  S'  étant  deux  ellipsoïdes  homofocaux,  un  plan  tan- 
ij^ent  à  E  coupe  S'  suivant  une  conique  dont  l'aire  est  in- 
versement proportionnelle  au  cube  de  la  projection  sur 
une  perpendiculaire  au  plan  sécant  du  demi -diamètre 
de  S'  conjugué  de  ce  plan  sécant.  R.    Boi.vaist. 


Soient 


x^ 
«2 


SOLL'TIOX 

Par  UN  Abonné 

Z!        £ 
"^  /^2  "^  c- 


I  =  o 


l'équation  tle  l'ellipsoïde  X'  et 
X  cosa  H-  y  cosj3 


cos  Y  — p  =  o 


celle  du  |)lan  sécant. 

Ce  plan  coupe  l'ellipsoïde  suivant  une  ellipse  dont  le  produit 
des  axes  a  pour  valeui* 


S2  = 


abc(a^  cos' a  -f-  b'^  cos^  ^  -i-  c-  cos^v  —  ^2) 


(«2  eos2  X  -^  b-  cos2  ^  -T-  c2  cos'- Y  j2 

L'équation  tangentielle  de  X  étant 

a^u'^-^  b^v^-^  c^-iv^-—  i  —  K(u'^-r-  v^--h  ^v'^)  =  o; 

si  l'on  exprime  que  le  |)lan  sécant  est  tangent  à  cet  ellipsoïde, 
on  trouve 

a-  cos'a  +  b'^  cos^^  -i-  c'  cos'v  — p-  =  K 
et,  par  suite, 

S2=  


K.J; 


)C 


(a'cos'a  -^  ^2cos2^  -h  c^cos^y)* 

.Mais  la  projection  du  deini-dianictre  conjugue  du  plan  sécant 
sur  la  perpendiculaire  à  ce  plan,  n'est  autre  chose  que  la  <lis- 
lancc  de  l'origine  au  plan  tangent  à  1'  parallèle  au  plan  sécant. 


Soit  h  cette  (lislance.  on  a 

A,2  —  a-  cos2  a  H-  b-  cos^  3  -h  c^  cos^  y, 

et,  |)ai"  suite, 

Kabc 

-  '  '-^  —j-r  • 

223 'j. 

(1910,    p.  96.1 

il  et  S'  étant  deux  quadriques  ho mo focales ^  les  plans  tan- 
gents à  1  parallèles  aux  plans  tangents  à  un  cône  honxo- 
focal  au  cône  asyniptotique  de  2'  coupent  1!  suivant  des 
coniques  d.'aire  constantes.  R.  Bouvaist. 

Solution 

Par  UN  Abonné. 

Soient 

^2         y2         ^2 


«2  62       '      C-'  ^  ^ 


l'équation  de  S'  et 

x^ 


=  o. 


a2— X         62—  À         c2— À 
ou  bien,  en  coordonnées  tangentielles, 

«2  if^l  4_  ^2  (;2  _^  C2  <p2  _  X  (  ;«2  _|_   p2  _^   t^2  •)   ==  O 

celle  d'un  cône  homofocal  à  son  cône  asyniptotique. 
Soient  d'autre  part 

«2  a- -^  b^- v"^ -\-  c^  W'  —  I  —  K  (  u-  -h  t'2  -f-  m;2  j  _  o 

l'équation  tangenlielle  de  S  et 

a:?  cos  a  -h  y  cos  ^  -4-  -s  cos  v  —  /?  =  o 

l'équation  ponctuelle  du  plan  sécant. 

En  exprimant  qu'il   est  tangent  à  2  et  parallèle  à  un  plan 
langent  au    cône  homofocal  du  cône  asymptotique  de  S',  on 
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trouve  respectivement 

«2  cos-a  -h  6'2  cos-  '^  -4-  c^  cos--'  — p-  —  K, 
a^  cos^a  -f-  b^  cos^  !i  -^  c^  cos^y  =  >.. 

Le   produit   des   axes  de  la  section  de   S'  [)ar  le  plan  sécant 
ayant  pour  valeur 

,       abc(a''  cos2a  -+-  b^  cos^S  -+-  c-  cos--,'  —  />-) 

^'"  =  '■ 1 ' 

(a-  cos^a  H-  6-  cos^  ^  -h  c^  cos^y)'- 

on  voit,  en  vertu  des  relations  précédentes,  qu'il  est  constant. 

2285. 

(1916,  p.  96.1 

Soient  A',  B',  G'  les  pieds  des  trois  céviennes  AM,  BM,  CM 
de  triangle  ABC,  et  N  le  point  d^ intersection  de  AM  avec 
l'axe  dliomologie  des  triangles  ABC,  A'B'C.  Démontrer 
que 


i\A' 


=  2 


MA' 
MA 


T.  Ono. 


Solution 
Par  M.  R.  Bouvaist. 


L'axe  d'honiologie  coupe  BC,  CA,  AB  en  1*.  Q,  \\.  on  a 


NA' 


NA 


KV   PA ' 
RB    PB 


MA'        G'B  CA' 


or 


d'où 


RB  _  ÇB 

RÂ  "  C'A 


et 


MA        C'A   CB  ' 
CA'        BA' 


CP 


Bl' 


CP  — CA'  _  BP  -BA'  _  lj\^  _   PA'-  PC       CA'        7CA' 
CP         ~         BP         ~   PB   "  CB  ""    CB 

d'où  cnlin 


\A'  MA' 

=  1 


NA 


MA 


Autres  solutions  par  MiNL  G.  Boui.i.oun,  NL  Fauchkix,  J.  Lkmaiiu: 
oi  L.  Poli. 
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2286. 

(  1916,  p.  ç)G.) 

Factoriser  le  déterminant 

labc  —  c'^  —  b'^  a 

—  c^  'labc  —  a^  b 

—  b^  — a^  'labc  c 
a  b  c  o 

Solution 

Par  UN  Abonné. 


T.  Ono. 


•>.  a  ' 

—  C- 

—  b-^ 

a^ 

—  c'- 

•>.62 

—  a"' 

b-^ 

„^2 

—  a2 

■2  C2 

c2 

«2 

62 

C2 

o 

Multiplions  les  colonnes  du  déterminant  A  par  i,  i,  r,  6c  —  a- 
et  ajoutons;  on  trouve  ainsi  le  facteur  a -h  b -i- c.  D'autre 
part,  en  divisant  les  colonnes  par  bc,  ca,  ab,  i,  puis  en  mul- 
tipliant les  lignes  par  a,  b,  c.  abc,  on  voit  que  A  est  égal  au 
déterminant 


=  A'. 


A'  est  un  polynôme  en  a-,  />',  c^,  divisible  par  «  -f-  6  H-  c  : 
il  contient  donc  le  facteur 

(a  -{-  b  -i-  c){a  -^  b  —  c )  (à  —  6-f-c)(6  +  c  —  a)  -+-  m. 

Le  quotient  de  A'  par  w  est  une  forme  quadratique  symé- 
trique en  «2  i,i^  Qi  En  multipliant  les  colonnes  de  A'  par 
1,  I,  1,  —3  et  ajoutant,  on  trouve  le  facteur  a^ -^  b^ -h  c^ .  Le 
facteur  qui  reste  est  donc  /c  ( a'--h  b- -\- c).  Enfin,  en  exa- 
minant le  coefficient  de  a^.  on  trouve  que  A'  =  — i.  Donc 

A  =   —(«2+  62+c2)2Tn. 

Autres  solutions  par  MM.  R.  Bouvaist  et  L.  Poli. 

2287. 

(  1916,    p.    118.^ 


Soient  (a',  ^Z,  y')  i^s  coordonnées  normales  d'un  point  P 


(     26()     ) 

siiJ^  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC.  L'équatioîi  de 
la  droite  JJ'allcfce  correspondant  à  P  est  représentée  par 


V 


a'^ 


c (7.'-i-  y'  cos  B)        a  (  3'-+-  a'  cos  C  )    '    h{  7'  -^  B'  cos  A  ) 

T.  Ono. 
Solution  généralisée 
Par  M.  R.  Bouvaist. 

J'ai  montré  {N .  A.,  191  3,  p,  556)  que  l'équation  du  cercle 
isopodaire  correspondant  à  l'angle— —V,  d'un  point  P  par 
rapport  à  un  triangle  ABC  était,  en  posant 

A  =  «a    -h  6  [3    -hcy,  Iv' ~  a%       h- 6  p'     -t- cy', 

G  =  afiy  +  ôay  -i-  ca^,         |ia'=  a^S'y'-f-  b(i'-(' -+-  ca'B', 


Aa'Ca'G  — rtèc 
a 


X  A|  -  aïy'-l-P'cosA+P'sinA  tangV)(,S'-^  -f'co^k—  v'sinA  tang\  ) 
+  ^  ^'(a'-f  Y'cosB+Y'sinB  tang  V)  (y'-i- a'cosB  —  a'sinB  tangV) 
^  lY'(;B'-+-a'cosGH-a'sinCtangV)(a'4-  3'cosG— [^MnC  tang  V)|  S 

Si  P  est  sur  le  cercle  circonscrit  Ga'  =  0,  l'équation   de   la 

droite  de  Wallace  relalive  au  point  P  et  à  l'angle V  peul 

donc  s'écrire  en  posant 

Xi  =  y' H-  â'  cos  A  -f-  ^'siiiA  tangV, 
rjLi  =  a'-h  y'  cosB  -h  Y'sin  B  tangV, 
vi  =3'+  a' cos  G  H-  a'  sinC  langV, 

Xj  =  p'-f-  y'  cos  a  —  Y  sin  A  lang  V, 
tjLg  =  Y  +  '^'  cosB  —  a'  sin  B  tang  V, 
V2  =  a'-i-  P'  cos  G  —  3'  sinC  tang  V, 


(•) 


v,V2=  o; 


or 


X,  a,  vi  =  Ào  ui 


3  Vo 


(  a<i7  ) 

cette  relation  exprime  en  eflet  que  l.i  droite  de  Wallace 
coupe  les  trois  côtés  du  triangle  en  trois  points  en  ligne 
droite  d'où,  en  posant  Xj  ;j.iVi  =  X2;-'.2'''2  =  ^^'j 

ca'Xi X2  [J-i  =  k  «y', 
a(3'vi  [Xy  [x-i  =  /.  6a', 
6y'X,v,V2   =^<:i'; 

l'équation  (1)  devient 

7' a         a'B  S'y 

C[Jii         rtvi         oKx 

qui,  pour  V=o,  est  la  forme  donnée  par  l'énoncé. 
Autres  solutions  par  MM.  M.  Faucheux  et  L.  Poi.i. 

2289. 

(  1916,    p.    148.  I 

On  construit  une  ellipse  au  moyen  des  cercles  décrits 
sur  les  axes  comme  diamètres.  La  droite  nienée  par  le 
centre  pour  obtenir  quatre  points,  M,  M', ...  est  une  asymp- 
tote de  V hyperbole  liomofocale  à  l'ellipse  et  passant  par  M. 
Extension  à  V espace.  G.  Fontené. 

Solution 
Par  M.  R.  Bouvaist. 

Soient  O^  et  O y  les  axes  de  l'ellipse,  la  tangente  au  point  M 
de  la  courbe  et  la  tangente  au  point  Mi  correspondant  du 
cercle  principal  par  exemple  coupent  Ox  en  T,  comme  MT 
est  la  normale  à  l'hyperbole  homofocale  à  l'ellipse  passant 
par  M,  OMi  perpendiculaire  à  MiT  sera  une  asymptote  de 
cette  hyperbole. 

,      .  :r2         v2        ^2 

L'ellipsoïde 1-4-  H =1  —  o  est  le   lieu  de  l'intersec- 

^  «2        1%        c2 

tion  des  plans  parallèles  à  Oxy,  Oxz^  Oyz  menés  respecti- 
vement  par   les    points   où   la    droite   -  =  4  =  —   coupe   les 

a         [j         Y 
sphères 

^2_^^2_|_^2_  c2,  ^2^^2_|_22:=62,  ^2_|_  j^2  _|_  ^2^  ^2  ^ 


(  268  ) 

plans  X  =  aa,  ^=6^,  5  =  cy,  les  quadriques  homofocales  à 
l'ellipsoïde  passant  par  le  point  ai^  6  3,  cy,  auront  pour 
équation? 


X' 

À  étant  déterminé  par  l'éqnation 

°'-~       _^       i^' 


C'-  -\-  A 


—  =  o. 


a        y 


ne 


équation  qui  exprime  que  la  droite  -=-=_-  est  conimu 

a         p         Y 

aux  cônes  asymptotiques  de  ces  deux  surfaces. 

Autres  solutions  par  E.-\.  Barisiex  et  par  MM.  G.  Boulloud, 
M.  Faucheux  et  L.  Poli. 

2290. 

(  iyi>,  p.  s-ss.) 

Si  d'un  point  P  d'une  strophoïde  dont  les  tangentes  au 
point  double  sont  Ox  et  Oy.  on  mène  à  la  courbe  deux 
tangentes  PAG,  PBD,  A  et  B  étant  sur  Ox,  C  et  D  sur  Or, 
on  a 

=  const. 

R.    BOUVAIST. 


UA        on/  \0C        01) 

Solution 
Par  UN  AuoNNK. 


Prenons  le  point  0  pour  origine  et  Ox  et  0^  pour  axes  de 
coordonnées.  La  stropiioïde  a  pour  équation 

(y  -+-  ex)  (.t2-!-j>'2)  —  axy  =  o. 

En  posant  ^=  tx  on  a  pour  les  coordonnées  d'un  point  de 
la  courbe  les  expressions 


at 


a/2 


(,..._<)(,  +  /2) 


y  = 


{c-^f)(l^ti) 


L'équation    do    la   droite    qui   joint    les  iloux   points  /  et  fi 

est 

(       cit-n-  tr)     -tt^      — /,/?].r 

-h  \ — c      -\-  ctti—  ftii  t  -"-  t^)]}'-  atti=  o. 


.      (    26|,    ) 

Gela  posé,  on  sait  que  les  paramètres  de  deux  points  tels 
que  les  tangentes  en  ces  points  se  coupent  sur  la  courbe  sont 
égaux  et  de  signes  contraires.  Donc,  si  t  désigne  le  paramètre 
du  point  P  et  si  l'équation  précédente  représente  la  droite 
PAB,  celle  de  PCD  s'en  déduira  en  changeant  le  signe  de  i^. 

On  a  alors 


et,  de  même, 


1 
ÔÏÏ 


c(t  —  f,)—  tt\ 


m\ 


att\ 


att 


CD 


par  suile, 


(2 '-)(—-- 

lOA       OB/ \0G       OD 


—  altx  ' 


{c~tt\Y. 


a'-it] 


Mais  les  paramètres  des  points  d'intersection  de  la  droite 

avec  la  strophoïde  sont  donnés  par  l'équation 

P-i-  { c  —  av )  t'^-\-  {\  —  au)  t  -^  r  =  o 

et  sont,  par  suite,  liés  par  la  relation 

t\.titi^  —  c. 

Donc  les  paramètres  des  points  de  contact  des  tangentes  à 
la  courbe  issues  de  P  vérifient  la  relation 


et  l'on  a 


il\    r^   -   c, 


OA       OB/ VOC       OD 


8 


const. 


2291. 

1  l;)!!!,  p.  .ÎGS.) 

Soient   O    le  point    double   d'une    cubique   nodale,    O.r 
et  Oy  les  tangentes  en  ce  point^  M  un  point  de  la  courbe, 


(   2-0  ) 

Tm  la  tangente  en  ce  point  ;Ty\  rencontre  la  courbe  en  Mj, 
soit  Tjii  la  tangente  en  ce  point;  la  conjuguée  harmonique 
de  Tjij  par  rapport  à  OMi,  Tm  rencontre  Ox  et  Oy  en  A 
et  B;  la  conic/ue  passant  par  OAB  et  tangente  en  M  à  la 
cubique  a,  aiec  celle-ci  en  M,  un  contact  du  troisième 
ordre.  R.  Bouvaist. 

Solution 
Par  UN  Abonni':. 


On  doit  à  Laguerre  le  théorème  suivant  (N.  A.^  1870,  p.  25(3; 
Œuvres  complètes,  t.  Tf,  p.  140)  : 

«  Si  d'un  point  A  d'une  hypocycloïde  à  trois  rebrousse- 
ments,  on  mène  à  la  courbe  la  tangente  dont  le  point  de  con- 
tact ne  coïncide  pas  avec  A;  en  désignant  par  T  le  point  de 
contact  de  cette  tangente,  si  l'on  prolonge  TA  d'une  longueur 
égale  à  elle-même,  le  point  T',  extrémité  de  ce  prolongement, 
est  le  foyei-  de  la  parabole  qui  suroscule  en  A  l'hypocy- 
cloïde.  » 

Si  l'on  étend,  par  projection,  ce  théorème  aux  quarliques 
qui  ont  trois  points  de  rebroussement  ;  puis  si  l'on  transforme 
par  dualité  le  tliéorème  ainsi  généralisé,  on  obtient,  par  les 
cubiques  à  point  double,  la  proposition  qui  fait  l'objet  de  la 
question  2291. 

Il  suffit  de  remarquer  que  le  point  A  et  le  point  à  l'infini 
sur  la  tangente  forment  une  division  harmonique  avec  T 
et  T'. 

2292. 

IlStlC,     p.    368.) 

Soit  lia  une  hypocycloïde  à  trois  rebroussemcnts  tan- 
gente à  deux  droites  rectangulaires  OB  et  OA  en  A  et  B, 
Vhyperbole  équilatère  qui  touche  AB  et  admet  pour 
asymptotes  OA  et  OB  a.  en  dehors  des  côtés  du  triangle 
OAB,  trois  tangentes  communes  avec  H3,  montrer  que  le 
centre  de  gravite  du  triangle  formé  par  ces  trois  tan- 
gentes est  le  point  O.  R.  Bolvaist. 

Soi,l  TION 
Par  M.  L.  Poli. 

L'équ.iiioii  tangentiello   générale  des   hypocycloïdes  à  trois 


(  271  ) 

rebroiissemenls,  en  coordonnées  rectangulaires  est 

H>  {(û-i-ç-)  -h  aii^-^  bu^v  -\-  ciw"^-^  dii^  —  o. 

tSi  les  axes  choisis  ont  deux  tangentes  rectangulaires  cfuel- 
conques  OA  et  013,  l'équation  sera 

(H3)  «^  («--h   t'-j  4-  6«<2(;  _+-  CM(^2=  o 

et  les  points  de  contact  auront  pour  équation 

(A)  p6  -i-  wp-  =  o, 

(  B)  wc  -4-  d'  =  o. 

La  droite  AB  a  pour  coordonnées  (6,  c,  — bc).  Elle  est 
tangente  à  H3. 

Une  hyperbore  équilatère  qui  admetOAetOB  pour  asymp- 
totes a  pour  équation  kav  ■=  w^.  Si  l'on  écrit  qu'elle  touche  AB 
il  faudra  faiie  k  —  bc. 

Kl  les  tangentes  communes  à  l'hyperbole  et  à  II3  seront  les 
solutions  du  système 

(   w  {u'^'-\-  v'^)  -[-  uv  {bu  -^  cv)  ^=  o^ 
i  bcuv  =  w^ . 


Faisons  (*'  —  i,  et  portons  u  =  -, —  dans  la  première  équa- 

biv  '  ^ 

lion.  On  trouve 
on  aurait  de  même 


II' 


6c- 


Les    tangentes    communes,  autres   que   les  axes  et  AB,  ont 
donc  pour  coordonnées 

1 

-V 

I 


1 
1     ■  ^ 

Wc 


I 


[ 

Wc 


1 

\  3 


b-^c 


bc- 


bc"^ 


a  désignant  une  racine  imaginaire  cubique  de  l'unité. 


(  ^-2  ) 

La  première  est  réelle  et  les  deux  outres  imaginaires  con- 
juguées. 

Les  sommets  du  triangle  qu'elles  forment  ont  pour  coor- 
données ponctuelles 

[_  a  (  62  c  )^     —  7.2  (  bc'-  f\ 

\—v:-{h-^cf\,     — a(6c2j^*J,        \  —  {h'^c)\     — (6c'-)''J. 

lit  l'on  voit  aisément  que  la  somme  des  abscisses  comme 
celle  des  coordonnées  est  nulle  (i  +  a  -h  a-  =  oj,  c'est-à-dire 
que  le  centre  de  gravité  du  triangle  coïncide  avec  l'origine. 

Autres  solutions  par  un  Abonn-i';  et  par  M.  M.  Faucheux. 

2294. 

(  19)6,   p.    ioo.) 

Enveloppe  du  plan  d'un  triangle  ABC  variable  dont 
les  sommets  décrivent  les  arêtes  d'un  trièdre  de  façon  que 
le  point  de  contact  du  plan  avec  son  enveloppe  soit  tou- 
jours au  centre  de  gravité  des  masses  in\,  m^-  m^  placées 
aux  trois  sommets  A,  B,  C.  A.  I'kui.kt. 

Solution 
Par  AL  .M.  Faucheux. 

Pienons  les  arêtes  pour  axes  tic  coordonnées:  soit 

■'  abc 

l'équation  du  plan  variable.  «,  6,  c  sont  fonctions  de  doux 
paramètres.  Nous  pouvons  supposer  c  fonction  de  «  et  de  6. 
Pour  trouver  le  point  de  contact  avec  l'enveloppe,  il  faut 
y  joindre  les  deux  équations  obtenues  en  dérivant  successi- 
\eincnt  par  rapport  à  a  et  b 


r^) 


f     .^•  z    ôc 

)     y         z    àc 

{    b^'^-^ôb=''^ 


(273) 

et  le  système  (2)  doit  être  vérifié  pour 

mta  m,  6  nt^c 

ce  qui  fournit  les  conditions 

lïii        in^  de 


ou 


a  c    aa 


h  m^  — =  0, 

a  aa 


(4)  •        et 


nu  dhosc 


a,  6,  c  sont  liés  par  la  lelation 


da  db  j , 

//?i h  m,  -7-  +  Ans  a  Loge  =  0, 

a  '    o 

a'«.6'"2c'"' =  const. 


Pour  trouver  l'équation  de  l'enveloppe,  il  suffît  d'éliminer 
a,  b,  c  entre  les  équations  (3)  et  cette  équation. 
L'équation  cherchée  est 

k  étant  une  constante  arbitraire. 

L'équalion    montre   que   toutes  les  surfaces  sont  homothé- 
tiques  par  rapport  à  l'origine,  ce  qu'il  était  facile  de  prévoir. 

Autre  solution  par  M.  L.  Poli. 


2295. 

(1916,   p.   400.) 

La  somme  des  carrés^  la  somme  des  cubes^  la  somme  des 
quatrièmes  puissances    des   n  prem.iers  nom.bres   impairs 
Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  XVTIL  (Juillet  1918.)         21 


(  274  ) 
sont  données  par  les  formules  suivantes  : 

ç,         (2n  — 1)2^(2/1-4-1) 

02  = > 

1.2.3 

S3  =  S,  X  (2M2 —  l), 

584=  S2X  (12 n^ —  7); 


G.   FoNTENÉ. 


pour  n  =  5k  ±1,  S4  est  divisible  par  82- 

Solution 
Par  M.  R.  Massart. 
Dans  la  formule 

n'"  —  I         m  —  I 


(m  —  ï)(m  —  2) 

1.2.3 

(m  —  i)  (m  —  2)  (ni  —  3 ) 
1.2.3.4 


(S,„_3-n'"-3) 
(i,„   ,-/i'«-*) 


permettant  d'obtenir  les  sommes  des  puissances  entières  suc- 
cessives des  n  premiers  nombres  naturels,  faisons  successi- 
vement m  =  i,  2,  3,  4,  ...  ;  nous  trouvons 

n(n^i) 


n(n  -h  ï)(2n  -\-  1) 

1.2.3 


n^n-^D- 

2j'j  —   : 


\ 


^,   _  /i  (  n  -1- 1  )  (2  n  -h  I  )  (  3  n^  -h  3  n  —  i  ) 

La  somme  S2  des  carrés  des  n   premiers  nombres  impairs 
étant  égale  à 

n  n  n  n 


(  275) 

vaut  donc 

4n(/i-T-i)(2n-f-i)        4^(n  +  i) 


+  n 


6  1 

n{^\ii^ — i)        {in  —  \)  in{in  -\-\) 


1.2,3  1.2.3 

On  trouve  de  même 


83=2(2/1-1)^ 


1 


=  sV  n^  —  l'iS  /i2  -+-  (SS  n-^\. 

1  1  11 

=  2n2(/i  +  i)2 —  2n(n  +  i)(2n-f-i)  +  3n(/H-i)  — n 
—  on'*—  n^=z  n^(2n^—i)  =  Sj  x  (2/12—1), 

n 

84=2  (2/1  —  1)* 

î 

n  n  n  n  n 

=  l6V/i*—  32V/13+  24V/12— 8  V/l+V  I 

1  1  111 

_8/^(/?+I)(2/l  +  l)(3/t•2-f-3/^-l)       ^^  ^   ^ 

i5 
-h4/i(^-+-i)(2/i-+-i)  —  ^n{n  -t-i)-hn 
_  48;?5  —  4<^'^*^-+-  7  'î  _  «(2/î  —  i)(2/i  -h  i)  (i2/i^  —  7) 

=  82X^(12/1^-7), 

d'où 

5S4  =  82  X  (12/1' —  7). 

De  cette  dernière  relation  il   résulte    que   84   est   divisible 

I  2  /l^ T 

par  So  quand  la  fraction est   entière,    ce    qui    a   lieu 

dès  que  n  =  5k  ±  1,  ainsi  que  l'indique  le  développement 

i2(25X-2±ioA-hi)  — 7              i2(25A2±ioA)-h5 
i     ou      — ^^ . 


Autres  solutions  par  E.-N.  Barisien  et   par  MM.  J.   Bouchary, 
Chalde  et  L.  Poli. 


(  ^76) 


2296. 

(1916,   p.  4-8.) 

Etant  donnés  une  ellipse  E  de  foyers  F,  F'  et  un  point  M 
de  son  plan  qui  se  projette  en  P  et  Çl  sur  les  axes;  si 
Tj,  To  sont  les  points  de  contact  des  tangentes  à  E  issues 
de  M,  et  Nj,  N2,  N3,  N4  les  pieds  des  normales  à  E  issues 
du  même  point  M,  les  onze  points  suivants 

M,     P,     Q,     F,     F'.     T,,     T2,     Ni,     N,.,     N3,     N; 

sont  situés  sur  une  même  strophoïde  oblique  dont  le  point 
double  est  en  M.  Cette  strophoïde  reste  la  même  pour  une 
autre  ellipse  de  foyers  F  et  F'. 

Les  foyers  imaginaires  de  E  sont  aussi  situés  sur  cette 
strophoïde.  E.-N.  Barisien. 

Solution 
Par  M.  G.  Boulloud. 

Si  l'on  cherche  le  lieu  des  points  de  contact  des  coniques 
homofocales  à  E  avec  les  tangentes  issues  de  M,  on  trouve 
une  strophoïde.  En  effet,  sur  une  droite  A  issue  de  M,  il  existe 
un  seul  point  du  lieu  qui  s'obtient,  par  la  conique  du  fais- 
ceau, tangente  à  A.  De  plus,  par  le  point  M  passent  deux 
coniques,  homofocales  à  E  et  qui  sont  orthogonales  ;  le 
point  M  est  donc  un  point  double  à  tangentes  rectangulaires. 
Le  lieu  cherché  passe  également  par  les  points  cycliques,  car 
ceux-ci  font  partie  du  faisceau.  Ce  lieu  est  donc  une  cubique 
circulaire  ayant  un  point  double  à  tangentes  rectangulaires, 
c'est-à-dire  une  strophoïde. 

D'après  ce  qui  précède,  elle  passe  par  les  foyers  réels  ou 
imaginaires  de  E  et  par  les  points  M,  Ti  et  Tj.  11  est  facile 
de  montrer  qu'elle  passe  par  les  pieds  Nj,  Nj,  N3  et  N4  des 
normales  issues  de  M  puisque  Tun  d'eux,  Ni  par  exemple,  est 
le  point  de  contact  de  MNi  avec  la  conique  du  faisceau,  autre 
que  E,  passant  par  Ni  et  orthogonale  à  cette  dernière. 

On  voit  également  que  l'un  P  des  deux  autres  points 
(P  et  Q)  est  le  point  de  contact  de  MP  avec  la  conique  du 
faisceau  passant  en  P. 

Autres  solutions  pur  MM.  ïi.  Bûuvaist,  J.  Lkmairk,  Vincioilrha 
et  UN  Abonnk. 
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(1916,  p.  478.) 

Soient  Tj,  To,  T^  les  trois  points  de  contact  des  tangentes 
menées  d^iui  point  M  à  une  cardioïde  dont  le  point  de 
rebrousseinent  est  O.  Le  lieu  du  point  M  tel  que  les  droites 
OTi,  OT2,  OT3  et  la  tangente  de  rebroussenient  forment 
un  faisceau  harmonique  est  une  quartique. 

E.-N.  Barisien. 
Solution 
Par  UN  Abonné. 
Soient 

l'équation  de  la  cardioïde  et 

_  4a(i  — XM  _       8aX 

^  -       (l_H.X2)2    '  ^~    (l-f-X2)2 

les  coordonnées  d'un  de  ces    points   en    fonction    d'un  para- 
mètre variable  X. 

L'équation  d'une  tangente  à  la  courbe  est 

(3X2— i):>7-}-X(X2— 3)7+4a  — ^  =  o; 

ou  bien,  en  l'ordonnant  par  rapport  à  X, 

\^y  -h  3  X2  rr  —  3  Xj  -h  4  a  —  a?  =  o. 

Différentions  cette  équation  par  rapport  à  X,  nous  obte- 
nons 

X2j--f-  -iXx  — y  =  o, 

qui  représente  évidemment  le  rayon  vecteur  du  point  de  con- 
tact de  la  tangente  avec  la  cardioïde.  Le  coefficient  angulaire 

de  ce  rayon  vecteur  est  donc  égal  à r- •  Si  on  le  désigne 

par  \i.  et  si  l'on  élimine  X  entre  les  deux  équations 

'k^y  ^  3X2^7  —  3X^-1-  4  «  —  ar  =  o, 

X2(i.-i-2X  —  1^  =  0, 

on  obtient  l'équation  qui  donne  les  coefficients  angulaires  des 
trois  droites  OTi,  OT2,  OT3. 
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Cette  élimination  ne  donne  lieu  à  aucune  difficulté  spéciale 
et  l'on  arrive  à  l'équation 

(i)     (a:2  — jK2-h4«^-^4«-)|^^ 

—  6 xy [x^  —  '^{x^  —  y-  —  \ax )  jjl  —  iy ( \a  —  x)  =  o. 

Il  faut  maintenant  exprimer  que  les  trois  racines  aj,  [jls,  i-As 
de  cette  équation  et  la  valeur  [jl  =  o,  correspondant  à  la  tan- 
gente de  rebroussement,  forment  une  proportion  harmonique, 
ce  qui  s'exprime  par 


ou 

bi 

en 

P 

ar 

[^1 

ou 

enfin 

1 


I 


,3^ 


'A  2 


-^  'M         V\.  (  V-\  +  !-^2-+-  \H—  \^\  )  . 


1^2  V-:i 


Kl  \^i  )J--i 


\^\  —  lAiV-^-^  V-i-'f-  V-i) -^  i-  V-\  V-i  K3  =  o. 

Remplaçant  les  fonctions  symétriques  (jlj  h-  \i..i  H-  {JI3  et 
jjt.,  fjL2  [JL3  par  leurs  valeurs  tirées  de  l'équation  (i)  ci-dessus, 
on  voit  que  ]X\  doit  être  racine  de 

(9.)     {x'^  ~  y'^  +!\ax  -\-  l\a'^)  jjl^—  <oxy  a^ -+-  !\y  {\n  —  .r)  =  o. 
Retranchant  (2)  de  (i),  on  a 

a  = ^ 

Substituant  cette  valeur  dans  (2),  on  obtient  pour  équation 
du  lieu  cherché 

iy-{!\a  —  X  )'^  {x"^  —  y"^  -\-  \  a  X  -{-  l\a>) 

+  6a?72(4rt  _^)(j:2  _j2_^'<7.r)  —  (r-— j2_4rt.r)3  =  o. 

équation  d'une  sextiqiie  qui  ne  |Kn;ti(  |>as  décomposable. 

2298. 

(  1916,   p.  »:9.) 


Étant  donnés    une  parabole   et   un    de  ses  points  M.  on 
mène   en   ce  point    la    normale   qui   coupe   à    nouveau   la 
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courbe    en    iVIi   et    son    axe    en    N.    Démontrer   géométri- 
quement : 

ï"  Que  le  point  M  et  le  pôle  P  de  MM],  par  rapport  à  la 
parabole^  sont  équidislants  de  la  directrice  ; 

2"  Que  la  perpendiculaire  élevée  en  N  à  MMj  et  la 
perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  l'axe  se  coupent  sur  le 
diamètre  du  point  P.  F.  Balitrand. 

Solution 
Par  M.  R.  Goormaghtiqh. 

Soient  A  la  directrice,  F  le  foyer,  T  le  point  où  la  tangente 
en  M  rencontre  A,  M'  le  point  où  MF  recoupe  la  courbe.  La 
droite  TM'  est  tangente  en  M/  à  la  parabole  et  est  parallèle 
à  MMi",  le  point  P  est  donc  à  l'intersection  de  MT  et  du  dia- 
mètre du  point  M'.  Comme  xM' M  et  M'P  sont  symétriques  par 
rapporta  M'T,  les  points  M  et  P  sont  symétriques  par  rapport 
à  T  et,  par  suite,  équidistants  de  A, 

Désignons  par  Q  et  Q'  les  projections  de  M  et  M'  sur  A,  et 
par  K  le  point  où  la  parallèle  menée  par  M  à  A  coupe  la  per- 
pendiculaire élevée  en  N  sur  MN  ;  les  triangles  rectangles 
QFQ',  MNR  sont  égaux.  Par  suite,  Q'R  est  parallèle  à  FN  et 
le  point  R  appartient  au  diamètre  de  P. 

Autres  solutions  par  MM.  G.  Boulloud,  R.  Bouvaist,  X.  Chapuis, 
M.  Faucheux  et  J.  Lemaire. 

2299. 

(1916,  p.  479) 

Soient  ABC  un  triangle,  O  le  centre  du  cercle  circons- 
crit, CL  le  pied  de  la  hauteur  issue  du  sommet  A  sur  BC. 
On  considère  la  parabole  ayant  pour  foyer  a  et  pour 
directrice  OA,  et  les  deux  autres  paraboles  analogues. 
Démontrer  que  ces  trois  paraboles  ont  trois  tangentes 
communes  (en  dehors  de  la  droite  de  V infini)  et  trouver 
ces  tangentes.  F.  Balitrand. 

Solution 
Par  M.  J.  Lemaire. 

Soient  A',  B',  C  les  milieux  des  côtés  du  triangle,  D  et  E 
les  points  où  Aa  coupe  la  droite  B'C  et  le  cercle  circonscrit 
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à  A'B'C;  on  sait  que  la  droite  de  Simpson  relative  à  ce 
triangle  et  au  point  a  du  cercle  est  la  parallèle  menée  par  D 
à  A'E;  mais  D  est  le  milieu  de  aA,  et  A'E  est  parallèle  à  OA; 


cette  droite  de  Simpson  étant  la  tangente  au  sommet  de  la 
parabole  inscrite  à  A'B'C  et  de  foyer  a,  celle-ci  n'est  autre 
que  la  parabole  'ayant  a  pour  foyer  et  OA  pour  directrice  : 
cette  parabole  et  les  deux  paraboles  analogues  sont  donc  tan- 
gentes aux  trois  droites  joignant  deux  à  deux  les  milieux  des 
côtés  du  triangle  donné. 

Autres  solutions  par  MM.  H.  Bouvaist,  H.  Brocard,  X.  Chapuis 
et  L.  Poli. 
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[I  19c] 

m\  [\m  CATÉGORIE  D'ÉQUATIONS  mOÉTERMINÉES 
N'AYANT  EN  NOMBRES  ENTIERS  QU'IN  NOMBRE 
FINI  DE  SOLUTIONS  ; 

Par  m.  Edmond  MAILLET. 


I.  On  connaît  actuellement  des  catégories  étendues 
d'équations  indéterminées  (voir  notre  Note  des  Nou- 
velles Annales^  août  1916), 

(i>  F(^,  jk)  =  o 

à  coefficients  entiers  de  degré  quelconque,  qui  n'ont 
qu'un  nombre  fini  de  solutions  en  nombres  entiers  x^  y. 
Mais  il  ne  semble  pas  qu'on  se  soit  beaucoup  préoc- 
cupé de  donner  un  moyen  réellement  pratique  d'avoir 
une  limite  supérieure  du  module  de  ces  solutions,  en 
vue,  par  exemple,  de  permettre  la  résolution  com- 
plète de  (i)  par  un  nombre  limité  d'essais  directs. 

C'est  ce  problème  que  nous  allons  étudier  pour  les 
équations  (i)  de  la  forme 

(2)       F(^,  ^)  =  'f«(^,  7) -h  'f«-i(^,  r  )+...-+- cpo=o, 

OÙ  cp^  est  un  polynôme  homogène  et  de  degré  s  à  coef- 
ficients entiers  réels;  on  suppose  que  les  directions 
asymptotiques  sont  distinctes  ('),  aucune  n'étant  pa- 

(')  Le  cas  où  une  des  directions  asymptotiques  est  parallèle  à 
l'un  des  axes  se  ramène  au  cas  où  il  en  est  autrement  par  un  chan- 
gement de  variables  linéaire  à  coefficients  entiers  et  de  déter- 
minant égal  à  I.  On  peut  d'ailleurs  le  traiter  directement  d'une 
manière  analogue. 

Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  XVIIL  (Août  1918.)  22 


(    282    ) 

rallèle  aux  axes^  en  sorte  que  cp,,  possède  un  terme 
en  x'^  et  un  en  jk'%  et  de  plus,  que 

çp„=:  K(  y—c^x) . .  Ay  —  ci,x)'\n-k{or,  y),        ogk%n, 

Cj ,  .  .  . ,  ca  étant  des  nombres  réels,  ^  o,  rationnels  et 

distincts,    tandis    que    l'équation   ^n^kl^-,    —  j=o   a 

n  —  k  racines  imaginaires  toutes  finies,  ^  o  et  dis- 
tinctes. On  sait,  en  eUet,  et  on  le  vérifiera  tout  à 
l'heure,  que  les  équations  (2)  de  ce  type  n'ont  qu'un 
nombre  fini  de  solutions  en  nombres  entiers.  On 
peut  d'ailleurs  supposer  l'équation  (2)  irréductible. 

Rappelons  que  la  courbe  (2)  en  coordonnées  carté- 
siennes rectangulaires  possède  k  asymptotes  réelles 
non  parallèles  aux  axes 

(3)  y  =z  ax  -\-  di,         i  =  I,  2,  ..  .,  A-, 


avec 


di  étant  fini,  et,  ici,  rationnel. 

Pour  les  valeurs  de  x  dont  le  module  est  assez  grand, 
les  points  réels  .r,  y  de  la  courbe  (2)  sont  dans  le  voi- 
sinage d'une  des  asymptotes  (3);  occupons-nous  d'abord 
de  ces  points. 

Soit  c  une  des  quantités  C|,  .  .  . ,  c».  Je  pose 

(4)  t=^  =  c 


X  X 

/•/^N_^  ,/_  ?/t-l(l,c)    _  fn-dc) 
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On  a 

fn{t)=Mc)+^^f'n{c)^i^—^^j    R, 
fn-y{t)  =fn-X  (C)  +  — -—  S, 

+  a7«-2  [(6^  -h  £)2  U  4-  (  (/ -h  £)  S  -4-  B]   =  O, 

R,  s  étant  des  polynômes  en  ( -\  >  B  un  polynôme 

I         d  -{-  s. 

en  —  et  y  ou 

X  X 

F(ic,  j)  =  :r«-U/;(c) -h  :r«-« [(o? -H  £)2 H- (c? -f- £)S  H- B]  =  o, 

ou  encore,  si  G  représente  le  coefficient  de  x^'"^  dans 
le  second  membre, 

(6)  ^(.)  =  e/4(o)+§=o,  e  +  _A_=o. 
Soit 

où  Ai  est  un  polynôme  en  x  de  degré  ^t;  les  points 
réels  de  la  courbe  situés  sur  l'asymptote  y  ^=i  ex  ^  d 
satisfont  à  £  =  o  ou  à 

Ao(ca^  -+-  d)" -^  Al  (car -f-  </)"-i-H.  . .+  A;i=  o, 
équation  qui  est  de  la  forme 

(7)  Dox'^-^^.  DiX"-3-h...+  D„_2  =  o. 

Cette  équation,  où  l'on  suppose  les  D/  entiers,  n'a 
pas  lieu  identiquement,  sans  quoi  l'asymptote  ferait 
partie  de  la  courbe  (2),  et  F  ne  serait  pas  irréductible. 

Dès  lors,  |D;i..2|  est  une  limite  supérieure  du  mo- 
dule des  racines  entières  réelles  de  (7).  Si  l'on  envi- 
sage successivement  les  k  asymptotes  réelles,  soit  A 
une  limite  supérieure  >>|D,i_2|  des  quantités  |  D,i_2 1 
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correspondantes  :  pour  |j;|>A,  la  courbe  n'a  aucun 
point  entier  (c'est-à-dire  à  coordonnées  entières)  sur 
une  asymptote. 

Soit  maintenant  |ic|^A  :  pour  les  valeurs  entières 
de  X  et  y  qui  satisfont  à  cette  condition  et  à  l'équa- 
tion (2), 


(76*5)      s.=y—cx  —  d=  — 


N  >  o,  M  ^  o, 


où  M,  jN  sont  des  entiers  premiers  entre  eux,  N  ne 
dépendant  que  des  dénominateurs  des  fractions  irré- 
ductibles égales  k  c  el  d.  On  a  donc 


elÏH 


Supposons  alors  que  nous  ayons  pu  trouver  une  limite 
inférieure  Aj^A  de  \x\  telle  que  pour  les  valeurs  de 

:r  I^A,  les  deux  quantités  M-^^)  et(j>( —  ■^]  soient  ^o 

et  de  signes  contraires   :  Féquation  (())  en  £  possédera 

une  racine  de  module  <<  1^  à  laquelle  correspondra  un 

point  :r,  y  de  la  courbe  (2)  à  coordonnées  non  entières 
toutes  deux,  pour  chaque  valeur  de  |a;|^  A,.  Il  suffira 
])our  cela,  d'après  (6),  que 

Cherchons  alors  une  limile  supérieure  de  |G|, 
pour  1^*1^  A,  |e|^— ,  en  lenanl  conq)te  de  l'expres- 
sion de  G 


G  =  (rf-h£)2R4-(rf-h£)S-f-B. 

R  et  S  sont  dos  polynômes  de  degré  fi  —  2  en ; 

il  est  facile  de  trouver  des  limites  supérieures  de  |  R  | 
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et  I  S  |,   par  suite    de    |G  —  B|  quel  que    soit  |:r|^A 
et  |e|^  1^;  dans  les  mêmes  conditions  on  obtient  sans 
peine  une  limite  supérieure  de  |  B|,  puisque 


X   '  X 


on  en  conclut  une  limite  supérieure  F  de  |  G  |  <<  F 
applicable    pour    toutes     les    valeurs    de    |  :r  |  >  A    et 

I  Nr 

de  I  e  I  <  rr  •  Il  suffira  de  prendre  A,  >  ,  ,,  ,   , .  pour  que 

la  condition  (8)  ait  lieu;  les  racines  c,  étant  ration- 
nelles, se  calculent  par  un  procédé  connu. 

On  opérera  de  même  pour  les  k  asymptotes.  Soit  \ 
un  nombre  supérieur  ou  au  moins  égal  aux  k  quan- 
tités Ai  correspondantes  :  pour  toute  valeur  de  |:r  |^^, 
la  courbe  possède  k  points  réels  .r,  j^non  entiers.  11  en 
est  de  même  pour  toute  valeur  de  |y|^yi,  r\  étant  un 
nombre  que  l'on  peut  déterminer  par  la  même  méthode 
en  intervertissant  les  rôles  de  x  et  de  y,  ou  encore  en 
remarquant  que,  si  |  :r  |  <;  ?,  l'équation  (2)  en  y  a  une 
limite  supérieure  du  module  de  ses  racines  réelles  y] 
telle  que  |y  |  ^"^  ;  par  suite  si  |y  |  >y|,  on  a  |  :r  |  ^^. 

Il  j  aura  toutefois  à  s'assurer  que  ces  k  points  x^  y 
sont  distincts,  lorsque  A^  >»  i .  Soient  alors 

y  =z  ex  -{-  d^         y  =  CiX  -^  di 

deux  asymptotes  distinctes,  et  deux  points  correspon- 
dants parmi  les  k  points  précités,  avec 

y  =  ex  ^  d  -{-  E,        yi  —  Cix  -i-  di-+-  ti\ 

on  n'aura  pas  y  z=z  y^  si 

\c  —  Ci\\x\>\zi\-{-\z\-h\di  —  dl 
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ou,  a  fortiori^  si 

\c-c,\\x\>  ±-^L^\d,-d\. 

Il  suffira  de  choisir  \  de  façon  que,  pour  toutes  les 
combinaisons  deux  à  deux  des  quantités  c,  c,,  on  ait, 
en  outre  des  conditions  déjà  indiquées, 

(9)  |c-CiU>^4-^  +  |û?i~û?|,  \x\ll 
On  supposera  que  cela  ait  été  fait. 

II.  La  question  posée  au  début  du  n°  I  est  complè- 
tement résolue  quand  k=^n.  Lorsque  /{<Cn^  nous 
supposons    que    les    n  —  k    racines    imaginaires    de 

J/„_a(i  ,  c)  =:  o  sont  distinctes.  Soit  c  Tune  d'elles, 

c  =  Y  -+-  Si,         d  =^  Y  -h  ù'  i,        0  ^  o. 

Les  formules  (4)  à  (6)  s'appliquent  encore,  et 
y  =z  ex  -\-  d  est  une  asymptote  imaginaire.  Les  points 
réels  de  la  courbe  situés  sur  cette  asymptote  satisfont 

à  8:r  +  S'=  o.  Soit  A'  une  limite  supérieure  des  quan- 

û' 
tités    —    ,  plus  grande  que  chacune  d'elles,  pour  les 

diverses  asymptotes  imaginaires  (ou  encore,  si  l'on  y 
trouve  avantage,  une  limite  supérieure  de  ces  quantités 
et  de  Ç).  Pour  |  .r  |^  A',  il  n'y  a  aucun  point  réel  sur  les 
asymptotes  imaginaires. 
Dans  (6),  on  a 

•  G 

(10)  £  =  e,  +  e2î  =--^7^-;  ^y  —  cx  —  d\ 

e  ne  peut  ôtre  réel  pour  un  point  (.r,  y)  réel  que 
si  — 62=  Sa?  H- o'=  o,  ce  qui  est  impossible  quand 
|ir|^A';  c'est  ce  que  nous  supposerons. 
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Nous  envisagerons  des  limites  supérieures  C,  >  |  G  | 
et  G'j  >  I  G'  I  des  modules  de  G  et  de  sa  dérivée  G'  par 
rapport  à  £  pour  chaque  valeur  de  x  de  module  ^  A'  et 
pour  les  valeurs  de  £  de  module  ^  p,  o  étant  un  nombre 
positif  que  l'on  choisira  convenablement  dans  chaque 
application  :  ces  limites  Gi,  Gj  sont  faciles  à  déter- 
miner. 

Nous  allons  maintenant  considérer  une  quantité  5, 
telle  que 


XGi  ,  ^      XC, 

(II) 

X  nombre  donné  >  2; 


pour  toute  valeur  de  |ic|>8i,  l'équation  (10)  en  £  a, 
comme  nous  allons  le  montrer,  une  racine,  forcément 
imaginaire^  de  module  ^p. 
Soit  l'intégrale 


/: 


G' 


J  =     I    ^11^  di 


C 


^Jni^) 


prise  dans  le  plan  complexe  des  £  le  long  d'une  circon- 
férence K  de  rayon  p  ayant  pour  centre  l'origine.  On 

sait  que .  est  le  nombre  des  racines  de  cette  équa- 

^  ITZl  ^ 

tion  comprises  dans  le  cercle  K.  Je  dis  que  J  est  ^  o. 
En  effet,  soient  X,  -|-  iY  ^  le  numérateur,  £(X  ~\-  i\  ) 
le  dénominateur;  d'après  (11),  sur  la  circonférence, 

|X,+  .Yi|>i-l,         |X  +  tY|>i-i; 
si  £  =r  pe'?,  de  =  pie'9do  sur  la  circonférence,  on  a 
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et 


X,â.-p 


X£,-^, 


Y.lêr, 


^■^r 


X,  -t-  i  Yi        XX,  +  YYi  ^  i( XY,  -  YX,  ) 


tY 

27rt 


X-^^^  Y2 


et,  puisque .  est  réel, 

_J__  _i_    r  ,    XXi+YYi, 

cette  expression  est  ^  o,  car 


XX, >(  .-^ 


YY,|£^  et  XX,>|YYi!, 


X  étant  >  2.  Les  conditions  (i  i)  entraînent  donc  l'exis- 
tence dans  K  d'une  racine  e  de  (6)  ou  (  lo),  au  moins. 
A  chaque  asymptote  imaginaire  correspond  ainsi  une 
racine  s  au  moins  de  l'équation  (lo)  correspondante. 
Soient  les  deux  asymptotes 

et  les  équations  (6)  ou  (lo)  correspondantes 

y  =  ex  -]-  cl  -h  e,         j-  =  Cl  T  -h  f/,  -h  î,  ; 

les  points  oc^  y  correspondant  à  une  même  valeur  de  x 
sont  distincts  si 


\ 


ou  SI 

(12) 


|c  -c,!  |.r|>|rf-rf,  |4-|  e|  -f-|£,|. 


I  c  —  c,  I  I  r  I  >  I  (/  —  rf,  I  -h  p  +  pi 


(U«|  =  Pn   pi    étant  pour  £,    la  quantité  analogue   à  p 
pour  s). 

D'ailleurs  le  point  ,t,  y  satisfaisant  à  (lo)  ne  peut 
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être  réel  que  si 

-e,=  ^T-^^',         |5||2.|<|o'|-+-p; 

c'est-à-dire  si  l'on  n'a  pas 

(i3)  |8||:r|>|ô'|-f-p. 

Soit  alors  ^4  une  valeur  de  |  x  \  qui  satisfasse  à  la  fois 
aux  conditions  (9),  (11),  (12)  et  (i3)  :  pour  toute 
valeur  de  x  telle  que 

(i4)  1^1^^. 

la  courbe  (2)  a.  k  points  réels  non  entiers  et  n  —  k  points 
imaginaires  tous  distincts  deux  à  deux.  On  peut  de  même 
trouver  un  nombre  tj,  tel  que  pour 

la  même  propriété  ait  lieu.  Finalement  les  points 
entiers  de  la  courbe  (2)  sont  tels  que 

(16)  I^K^i,      IrK^i. 

Les  calculs  et  les  raisonnements  se  simplifieront 
notablement  dans  certains  cas  particuliers,  par  exemple 
si  les  asymptotes  passent  toutes  par  l'origine  (d  ==■  o), 
c'est-à-dire  si,  dans  (2),  (D,t_.\{x^  y)  =  o.  Nous  allons 
le  vérifier  sur  un  exemple. 

III.  Envisageons  l'équation  indéterminée 

(17)  j  ^3 

\  a,  ^  premiers  entre  eux. 


Les  asymptotes  ont  pour  équations 


a  ,        —  I  -f-  iv/> 
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On  peut  supposer  a  <C '^ f  oc  el  y  positifs  ;  alors  on  a  les 
solutions  évidentes  :r  =  o  ou  zt  i ,  y^  =  o  ou  dz  i  . 
Soit  X  et  y>>  I  ;  on  a  j)'<;  a:  et,  comme  on  le  voit  direc- 
tement, ^  ^  lO. 

Considérons,  pour  chaque  valeur  de  x,  l'équation 

en  j 

y^-^y  —  c^(x^  —  x)  =  o; 

elle  aura  deux  racines  imaginaires  dès  que 

2yc^{x^  —  xy —  4  !>  Oj 
ou,  pour  :r  >>  I ,  dès  que 


(i8) 


x^  —  a-  > 


2         P^ 


3/3  ^^ 
Cette  condition  peut  être  remplacée  par 

(î9) 


EL 

3a 


^=  -5—»  ^  >  lOj 


comme  on  le  vérifie  facilement. 

Donc,  à  chaque  valeur  de  x  positive  satisfaisant 
à  (19)  correspondent  pour  (17)  deux  valeurs  imagi- 
naires de  y.  Nous  n'envisagerons  que  des  valeurs  de  x 
vérifiant  les  inégalités  (19). 

D'autre  part,  l'équation  (6)  en  e,  pour  l'asymptote 
réelle,  avec  f',i{c)  =  3c-,  est 


ou 


ou 


(ex  -h  z)''^ —  (ex  -h  t)  —  c^jr=*-hc'x  =  0] 
Sc^ar'e  =  (  c  —  c^)x  -h  e  —  3  cxt* —  £^, 


c  —  c^  -î- 


—  3r£2 


.r 


e  = 


ic^-x 


ic^x 


Ici,  Ar=  1,  N=  p.  Il  nous  suffit,  dans  Tapplication 
de  l'inégalité  (8),  d'envisager  des  valeurs  de  X  satis- 
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faisant  à  (19).  De  plus,  e,  n'ayant  alors  qu'une  valeur 
réelle,  qui  ne  peut  s'annuler  pour  ;r  >>  o,  puisque 
l'asymptote  réelle  coupe  la  courbe  à  l'origine,  a  le 
le  même  signe  que  pour  les  valeurs  de  :r  assez  grandes, 
c'est-à-dire  le  signe  +.  On  pourra  donc  prendre  ici 


X  X 

car 

c  /     £2  e  \ 

3c  £2 i_c3>3c£2—  3  c2£-hc3=c3  (3--—  3--Hl)>0, 

X  ~  \      C^  c  J 

^  '-   \f'n{c)\         3c2        3a' 

Finalement,  quand  [3  =  2,  l'équation  (17)  n'a  d'autres 
solutions  en  entiers  que  les  solutions  banales  qui  cor- 
respondent k  X  el  y  égaux  à  o  ou  d=  i  ;  il  en  est  de  même 
quand  ^  >  2,  sauf  peut-être  pour  les  solutions  qui  satis- 

r         •  ^  ^  32 

leraient  a  1 1  S  :r  <r  ^  • 
~  3a 

Corrélativement,   on   voit  de  suite  que  les   valeurs 

de  y  correspondant  à  ces  solutions  possibles  sont  plus 

petites  que  L —  ,  avec  ^  ]>  2. 
En  se  basant  sur  ces  conditions 

32  3  -h  i 

(20)  il<a7<|L-,  2ij<i— ^,  2<[3, 

on  peut  obtenir  une  série  de  cas  où  il  n'y  a  certaine- 
ment d'autres  solutions  que  les  solutions  banales  indi- 
quées, en  remarquant  que 

37(072— l)  =  XP3,  j(j2_i)  3^  Xa3    : 

1°  Cas  où  p  impair  divise  un  des  nombres  x^  x  —  i , 
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^  +  I ,  comme  il  arrive  quand  [6  est  premier  impair  : 

ir^?3_,,  d'où  p3_,<|i, 

ce  qui  est  impossible; 

2°  Cas  où  a  impair  divise  un  des  nombres  y^  y  —  i , 
y  -{-  I  (exemple,  a  premier  impair)  : 

^ia3— I,  d  ou  ^-— —  >  a3 — i; 

si  cette  condition  n'a  pas  lieu,  il  n'y  a  que  les  solutions 
banales  précitées; 

3^  On  trouvera  de  même  des  conditions  relatives 
à  p,  soit  quand  p  =  p,  fi^,  ou  ^  =  .3. .  [ii, .  ^3,  ?, ,  P2,  ?3 
étant  des  nombres  premiers  impairs  distincts,  soit 
quand   jj  =  3l^.ji,,    avec    ui  >  o,    ,3,    premier    impair; 

I  I  <C  T-  est  déjà  une  condition  de  même  nature  ; 

4"  On  n'a  que  les  solutions  banales  précitées  quand 

Remarque.  —  On  pourrait  étudier  par  des  procédés 
analogues  les  équations  indéterminées  de  degré  ii 

où  manquent  les  termes  de  degré  n  —  1  en:r  et}*;  mais 
je  ne  veux  pas  insister  à  ce  sujet. 


(')  Le  n"  III  constitue  une  réponse  partielle  à  la  question  4597 
de  V Intermédiaire  des  Mathématiciens  (191-^,  p.  267). 
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[K^2e] 

DEUX  THÉ0UÈIIË8  DE  m\.  mmM  ET  FONTENÉ 
SLR  L'ORTIIOPOLE  ; 

Par  m.  V.  THÉBAULT. 


/ 


Nous  nous  proposons  de  donner  une  solution  élémen- 
taire du  théorème  fondamental  de  M.  T.  Lemoyne  sur 
l'orthopôle  d'une  droite  A  par  rapport  à  un  triangle 
ABC  (M  et  de  généraliser  celui  de  M.  Fontené  (Nou- 
velles Annales  de  Mathématiques ^  1906,  p.  56). 

1.  M.  T.  Lemojne  [Nouvelles  Annales,  1904, 
p.  400)  énonce  sans  démonstration  le  théorème  sui- 
vant : 

Les  axes  radicaux  des  cercles  podaires  de  chacun 
des  points  dUine  transversale  A,  par  rapport  à 
un  triangle  ABC,  passent  par  un  point  fixe  o;  ce 
qui  revient  à  dire  que  cp  a  même  puissance  par  rap- 
port à  tous  ces  cercles.  Lorsque  A  coupe  le  cercle 
ABC,  en  deux  points  M,,  M2,  les  droites  de  Simson 
de  M,  et  M2  se  rencontrent  au  point  cp. 

Nous  avons  démontré  en  la  généralisant  la  deuxième 
partie   de  cette  proposition  [Bulletin  de  Mathéma- 

(')  Une  élégante  démonstration  de  ce  théorème,  la  seule  qui, 
croyons-nous,  soit  parue  aux  Nouvelles  Annales,  a  été  donnée  par 
M.  R.  Bouvaist  (igiô,  p.  558).  —  Voir  aussi  une  démonstration 
analytique  de  M.  Neuberg  ;  Sur  les  cercles  podaires  relatifs  à  un 
triangle  fixe  {Bulletin  de  l'Académie  royale  de  Belgique,  iQio)* 
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tiques  élémentaires^  ^9^^?  P-  261,  el  A  ombelles 
Annales^  igi^^  p.  2'>. ij.  Considérant  le  cas  où  A  est 
un  diamètre  du  cercle  circonscrit  O  au  triangle  ABC, 
nous  avons  remarqué  que  par  l'orthopôle  'f  de  A  passe 


V 


une  troisième  droite  de  Simson  relative  au  triang^le 
ABC,  celle  du  point  K  symétrique  de  rorlhocentre  H 
de  ABC  par  rapport  à  cp. 

Cette  droite  est  du  reste  Taxe  de  la  parabole  de 
foyer  o  et  de  directrice  A.  On  arrive  à  ce  résultat  en 
montrant  que  la  droite  de  Simson  du  point  K.',  diamé- 
tralement opposé  au  point  R  sur  le  cercle  O,  est  paral- 
lèle à  A. 

Plus  généralement,  tétant  une  sécante  quelconque 
qui  rencontre  le  cercle  O  en  M,  et  M.^,  la  perpendi- 
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culaire  de  A  sur  A  coupe  O  en  K,,  la  perpendicu- 
laire  K.Ka  à  BG  rencontre  O  ^/i  K2.  i^a  droite  de 
Simson  de¥^2^  par"  rapport  à  ABC,  passe  au  point 
de  concours  des  droites  de  Simson  de  M,  et  M2, 
c'est-à-dire  à  V orthopôle  (f  de  \. 

Soient  L  le  pied  de  la  perpendiculaire  KjKs  surBG, 
a  la  projection  de  A  sur  A,  cp  l'intersection  de  la  paral- 
lèle L'f  à  Aa  avec  la  perpendiculaire  aa'  à  BG 
(  voir  la  figure). 

L'-p  est  la  droite  de  Simson  de  K2  par  rapport  à  ABG. 

Traçons  la  perpendiculaire  M,  a,  ^'^  à  BG,  [i.'^  étant 
sur  la  parallèle  ^\\f-\  à  BG; 

acp  —  K,L  =  jA,  fx',, 

et  [ji,cp  est  égal  et  parallèle  à  u',  a, 

Les  quatre  points  M),  [a'j,  a,  K.^  étant  concycli- 
ques,  |i.'j  a  et  M'A  sont  antiparallèles  à  M<K4  par 
rapport  à  M,  jj-^  et  AK,  et  par  suite  parallèles  entre 
elles. 

Si  H'  est  l'orthocentre  du  triangle  BMi  G,  on  a  faci- 
lement 

{ji,H'=  fji,M',        M,H'=AH; 
d'où 

(JL,M,  =  fjiiH-M,H'=  fjitM  —  AH  =  Hp, 

et  M,  ti.,  H|3  étant  un  parallélogramme,  {jL|  cp  est  la  droite 
de  Simson  de  M,  par  rapport  à  ABG. 

De  môme  [Ao'f  est  la  droite  de  Simson  de  Kj  par 
rapport  à  ABG. 

Par  suite,  o  point  de  la  droite  de  Simson  de  M2  est 
aussi  l'intersection  des  droites  de  Simson  de  Mj  et  M2, 
c'est-à-dire  l'orthopôle  de  A. 

2.  Désignons  par  S,,  82,  03  les  angles  de  Lcp  respecti- 
veuient  avec  AB,  BG,  GA. 
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Le  parallélisme  de  AK<  et  Lcp  donne 

(KiA,  AB)  =  (cpL,  AB)  =  o,; 
de  même 

KiBG  =  KiAC  =  (cpL,  AC)  =  o,. 


O 


r 


'  2  K 

Le  cercle  w^  de  diamètre  Ay  passe  en  a  et  A',  pied 
de  la  hauteur  AA'  de  ABC;  soit  a.'  l'intersection  de  w^ 
et  de  a'^.  Ce  cercle  to^  ayant  son  centre  sur  la  droite 
des  milieux  de  AB  et  AG,  le  quadrilatère  AA'  a'a  est 
un  trapèze  isoscèle. 

Alors  on  obtient  sans  difficulté 

(2)  cpa'  =  (  AKi  —  2  Aa)  sin02  =  2</  sinSj, 

d  étant  la  distance  du  centre  O  à  la  droite  A,  car  h 
étant  l'orlhocenlre  du  triangle  K,M,M2,  c'est-à-dire 
le  symétrique  de  A  par  rapport  à  A, 

2d  =  hKi=  AKi  —  2Aa. 

Appelons  d'  la  distance  de  z^  à  A, 

d'  =  cpa  sino.2  =  2  R  sin  81  sinôa  sinos. 

Cette  valeur  remarquable  donne  aussitôt  la  formule 
d'=  2  R  cos Al  C0SA2  cos A3 

donnée  par  M.  J.  Neuberg  :  Sur  les  cercles  podaires 
relatifs  à  un  triangle  fixe  [Bulletin  de  l'Académie 
royale  de  Belgique^  '910?  P?  ^)-  A,,  A^,  A3  sont  les 
angles  de  A  avec  AB,  BC,  CA,  angles  complémentaires 

de  S,,  82,  03. 

Enfin  les  relaticuis  (  i  )  et  (2)  donnent   l'expression 
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de  la  puissance  de  cp  dans  le  cercle  to^  : 

cpa.cpa'  =  4  Rû?  sinoi  sin02sin  83  =  idd' . 

La  symétrie  de  ce  résultat  montre  que  Vorthopôle  cp 
est  le  centre  radical  des  trois  cercles  w^,  w^,  to^  qui 
ont  pour  diamètres  respectifs  les  droites  qui 
joignent  les  sommets  A,  B,  G  aux  intersections  de  A 
avec  AB,  BG,  GA. 

3.  Soient  S  un  point  quelconque  de  A;  DEF  le 
triangle  podairede  ce  point  par  rapporta  ABG;  M  l'in- 
tersection de  SD  avec  la  parallèle  AM  à  BG  ;  a  la  pro- 
jection orthogonale  de  A  sur  A;  AO  rencontre  A  en  R^ 
dont  les  projections  sur  AB  et  GA  sont  U^,  V^. 

Les  cercles  AMDa  et  AU^a  V^,  de  diamètres  respec- 
tifs AS  et  AR^,  donnent 

EaF  =  UaaV«  =180"— A, 

et  EF,  Ua  Y  a  sont  tangentes  à  une  parabole  de  foyer  a, 
conique  qui,  visiblement,  est  tangente  aussi  aux  côtés 
ABetGA. 

Appelons  alors  P«  l'intersection  des  tangentes  EF 
etUaV«  : 

a"EG=aPaV^. 
Or,  dans  le  quadrilatère  inscrit  AMaE, 

aEG  =  «MA; 


d'où 


aMA^aPaV;, 


et  dMpasse  au  point  d'intersection  P^  de  EF  et  U^V^, 
Dans  le  cercle  DEF, 

DP^.P«K  =  EPa.P«F. 

Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  XVIII.  (Août  1918.)  28 
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Or,  d.uis  le  cercle  AEaFM,  de  diamètre  AS, 

Le  quadrilatère  MDaK  est  alors  iiiscriptible;  le  centre 

du  cercle  est  situé  sur  la  perpendiculaire  à  MD  en  son 

milieu,  c'est-à-dire  sur  la  droite  B»  G|  des  milieux  de 

BCetCA. 

Soit  a'  le  symétrique  de  a  par  rapport  à  B|C,.  Le 

cercle  de  diamètre  AQ,  Q  étant  l'intersection  de  BC 

et   A,  contient  a  et  a'.   De  plus,   a'  est  un  point   du 

cercle  MDaK. 

Donc 

Dcp.cpK  =  a-p.cpa'  =  •!  dd  =  const. 

et    le    théorème    fondamental    de    M.    Lemojne    sur 
l'ortliopôle  est  établi. 

4.  A  propos  de  deux  théorèmes  de  M.  Fontené,  nous 
avons  donné  dans  les  Nouvelles  Annales  (1916, 
p.  498)  une  démonstration  simple  de  la  construction 
de  l'ortliopôle  d'un  diamètre  OS  du  cercle  circonscrit  O 
par  rapport  à  un  triangle  ABC. 

La  précédente  (igure  va  nous  permettre  d'étendre 
cette  détermination  de  lorthopôle  cp  au  cas  le  plus 
général  (ruiie  droite  quelconque  A  du  plan  du 
triangle  ABC. 

Considérons  alors  les  groupes  de  cercles  tu,  et  to^, 
(t>,  et  Wg,  (02  et  03;,,  respectivement  circonscrits  aux 
triangles  DEF,  AFF  et  MDaRa'. 

J^eurs  axes  radicaux,  ([ui  sont  respectivement  FF, 
Dc5,  aM,  se  coupent  en  un  lurnn^  poinl,  intersection 
de  EF  et  aM,  c'est-à-dire  P^. 

D'où  ce  théorème  général  : 

O/i  ilonnc  un  triani^lc  ABC  cl  une  droite  A  quel- 
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conque  de  son  plan.  Les  rayons  AO,  BO,  CO  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  rencontrent  A  en  trois 
points  Rrt,  R^,,  Rc,  dont  les  projections  orthogonales 
sur  les  côtés  adjacents  sont  U^V^,  U^V^,  UcVc- 
Soient  DEF  le  triangle  podaire  d'un  point  S  de  à, 
par  rapport  à  ABC;  P«,  P^,  Pc,  les  intersections 
respectives  des  droites  U^V^  et  EF,  U^V^  et  FD, 
UcVe  et  DE.  Les  trois  droites  DP«,  EP^,  FP^  con- 
courent en  un  point  cp  orthopôle  de  A  par  rapport  au 
triangle  ABC. 


[L^6b] 

DÉMONSTRATION  GÉOMÉTRIOIJE  D'UNE  PROPRIÉTÉ 
DES  CONIQUES  ; 

Par  m.  J.  LEMAIRË. 


Il  s'agit  du  théorème  suivant  : 

M  désignant  un  point  d'une  conique  (E),  co  le 
centre  de  courbure  en  ce  points  si  une  conique  (2) 
passe  aux  foyers  réels  de  (E)  et  a  en  M,  avec  (E), 
trois  points  communs  confondus.^  w  est  le  pôle  de  FF^ 
par  rapport  à  (S). 

Considérons  d'abord  une  conique  quelconque  (S) 
passant  en  F,  F',  et  touchant  (E)  en  M;  les  traces  N 
et  T  de  la  normale  et  de  la  tangente  en  M  sur  l'axe 
focal  de  (E)  étant  conjuguées  harmoniques  par  rapport 
aux  foyers,  MN  est  la  polaire  de  T  par  rapport  à  (S), 
et  le  pôle  P  de  FF'  est  sur  cette  normale.  On  sait  que 
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si  trois  coniques  ont  deux  points  communs,  les  trois 
sécantes  communes  joignant  deux  à  deux  leurs  autres 
points  communs  concourent;  si  donc  A  est  la  sécante 
commune  à  (S)  et  à  (Ej  qui  ne  passe  pas  en  M,  celte 
droite  coupe  FF'  en  un  point  fixe  T',  quand  (S)  varie, 
M  restant  fixe  ;  en  considérant  la  conique  particu- 
lière (S')  bitangente  à  (E),  on  voit  que  T'  est  symé- 
trique de  T  par  rapport  au  centre  O  de  (E). 

Il  suit  de  là  que  P  et  le  point  Q,  où  A  coupe  la  nor- 
male MN,  forment  sur  cette  droite  deux  divisions 
homographiques,  quand  (S)  varie,  et  la  proposition 
sera  établie  si  nous  prouvons  que  w  et  M  sont  deux 
points  homologues  de  ces  divisions. 

Les  coniques  (S)  réduites  aux  systèmes  de  droites 
MF  et  MF',  MT  et  FF',  donnent  les  points  homo- 
logues M  et  D  et  le  point  double  N,  en  appelant  D  le 
point  commun  à  MN  et  à  oïi',  o  et  'v'  étant  les  seconds 
points  où  MF  et  MF'  coupent  (E).  La  conique  (S'), 
tangente  à  (E)  au  j)oint  M' diamétralement  opposé  à  M, 
donne  le  point  à  l'infini  sur  la  norjnale  et  le  point  E 
où  T'_M'  coupe  cette  droite,  de  sorte  que  finalement 
tout  revient  à  prouver  que 


(coiMNoc)  =  (MDNE) 


ou 


(I) 


(3cMNw)  =  (EDNM). 


Soit  to'  le  point  où  T''j''>5  coupe  MT;  d'après  le  tliéo- 
rème  de  Frégier  iiénéralisé,  si  deux  cordes  M»,  Ma' 
d'une  conique  ont  des  directions  symétriques  par  rap- 
port à  la  normale  en  M,  cscp'  pivote  autour  du  pôle  de 
la  normale  :  to'  est  tlonc  le  pôle  de  MM  par  rapport 
à  (E),  c'est-à-dire  le  centre  de  courbure  ea  M  de  la 
conique  liomofocale  à  (E)  et  passant  en  ce  point.  Gon- 


(3oi  ) 
sidérant  le  faisceau  (T',  EDNM),  nous  voyons  que 

(RDNM)  =  (a;.o'TM) 

et  la  relation  (i)  peut  être  remplacée  par 

(acMNco)  =  (oooj'TSl); 

cette  dernière  relation  se  déduit  sans  peine  de  la  con- 
struction bien  connue,  due  à  Mannlieim,  des  points  to 
et  iù' ;  elle  est  aussi  une  conséquence  du  t'ait  que  o) 
et  lù'  sont  les  points  où  la  normale  et  la  tangente  sont 


touchées  par  la  parabole  tangente  à  ces  droites  et  aux 
axes  de  la  conique  (E). 

Autrement  :  quand  (S)  varie,  le  pôle  P  de  FF'  et  le 
centre  de  courbure  G  de  cette  conique  en  M  forment 
sur  la  normale  deux  divisions  homographiques,  dont  il 
suffit  de  montrer  que  w  est  un  point  double.  G<^nsidé- 
rant  les  mêmes  coniques  particulières  que  plus  haut, 
nous  avons  en  M  un  point  double,  en  !S  et  le  point  à 
l'infini  sur  la  normale  deux  points  homologues;  de 
plus,  Pétant  à  l'infini  pour  la  conique  (S'),  le  point 
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homologue  est  le  centre  de  courbure  u.  de  (S')  en  M, 
de  sorte  qu'il  s^agit  d'établir  que 

(MNocw)  =  (Mocii.io), 


ou 


ou 


ou 


wN  _  fjiM 

toN  =  a  M, 


a  et  p  désignant  les  demi-axes  de  (S'),  a  el  b  ceux  de 
la  conique  (E),  nous  avons 


:2-+-p2 


car  le  cercle  de  Monge  de  (S')  est  le  cercle  principal 
de  (E);  si  9  est  l'angle  de  OM  avec  la  direction  conju- 
guée, qui  est  la  même  pour  (E)  et  pour  (S'),  on  sait 
que 


a 


'2 


a  M 


OM.sinO' 
OM.sine' 


a'  et   a'   demi-diamètres    conjugués  de  OM  dans  les 
deux  coniques,  et  la  relation  à  établir  s'écrit 


(^0 
mais 


a 


'2_a^2 


OM.sinO 


=  MN; 


a'2-+-  OM'  =  a2_^_  /,2 


et 
d'où 


a'--+-OM    =  a\ 

a'2-   a'2:r=   h^  , 

et  la  relation  (2)    peut  se   mettre   linalomcnl  sous  la 
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forme 

b-^=  OH.MN, 

OH  étant  la  distance  du  centre  O  à  la  tangente,  et 
cette  égalité  exprime  un  théorème  bien  connu. 

La  propriété  que  nous  venons  de  démontrer  est  vraie 
aussi,  en  vertu  du  principe  de  continuité,  pour  une 
conique  (S')  passant  aux  foyers  imaginaires  de  (E)  et 
ayant  en  M,  avec  (E),  trois  points  communs  con- 
fondus. 

On  en  déduit  la  suivante  :  Si  du  centre  de  cour- 
bure (o  d'ujie  conique  en  un  point  M  on  lui  mène 
des  tangentes^  les  points  de  contact^  réels  ou  imagi- 
naires^ sont  deux  foyers  d'une  conique  passant  en  M 
et  ayant  en  ce  point  même  cercle  osculateur  que  la 
conique  donnée. 


[F8f[3] 

CO\'DITIO\  DE  FKKIIETIJKE  D'U^E  SlIITE  DE  CEDCLES; 

Par  m.  g.  FONTENÉ, 


La  courbe  de  la  figure  étant  une  ellipse,  il  existe, 
entre  les  cercles  (w)  et  (to'),  une  relation  doublement 
quadratique  qui  donne  lieu  au  théorème  suivant  : 

\.  Théorème.  —  Etant  donnée  une  ellipse.,  on 
considère  une  suite  de  cercles  (w^),  (to<),  (coo),  ... 
bitangents  à  Vellipse.,  et  ayant  leurs  centres  sur 
Vaxe  focal^  tels.,  en  outre ^  que  chacun  d^eux  soit 
tangent  au  précédent.  Pour  que  cette  suite  se  ferme 
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ai^ec  p  cercles ,  quel  que  soit  le  cercle  (wq)?  H  faut  et 
il  suffit  qu^on  ait^  F  étant  un  foyer  et  B  un  sommet 
du  petit  axe^ 


P 


m  . 

—  irreduc 


tibleV 


Si  p  est  pair^  p  ^=  iq^  le  cercle  (w/)  et  le  cercle 
i^i+q)  sont  symétriques  par  rapport  au  centre  de 


V ellipse.  (La  figure  est  faite  pour />  =  6,  m  =  i .) 

Si  l'on  désigne  par  a  l'abscisse  du  centre  de  l'un 
des  cercles,  par  p  son  rayon,  on  a  d'abord 

et  l'on  peut  poser 

a  =  ccosç),  p  =  6sincp. 

Si  a',  0^  se  rapportent  à  un  cercle  analogue,  tangent 
au  précédent,  on  aura  [en  choisissant  l'un  des  deux 
cercles  possibles) 


a  —  a  =  p  -h  0 


ou 


ou 


c(coscp' —  coscp  )  =  ^(sin'.p'-+-  sin  ;;). 


co'  —  cp         —  b  (o 

tans; =  =  —  Inn*?  — 

*  7.  C  "^   ?. 


ou  enfin 
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On  en  déduit  immédiatement 

(i)  —  =  cos(cp  —  niu), 

(2)  Ç  =  sin((p-/iw), 

avec 

to        b 
tan:;  —  =  -  , 
1         c 

10  =  2OFB  =  BFB'. 

Le  cercle  d'indice  p   se„  confondra  avec  le   cercle 
d'indice  zéro  si  l'on  a 

6fb  =  ï;  =  ^, 

2        p 

comme  on  Va  annoncé. 

Si  p  est  pair,  p  =  2q^  on  aura,  m  étant  impair, 

—1  =  cos(<f>  —  ^U))  =  cos(  cp  —  TmZ)=z  —  coscp  = , 

c  c 

où  oLg  = —  a©  :  le  cercle  (co/)  et  le  cercle  (w^^^)  seront 
alors  symétriques  par  rapport  au  centre  de  l'ellipse. 

En  faisant  varier  le  système  des  p  cercles,  il  arrive 

un  moment  où  le  cercle  «o  a  son  centre  en  O  ;  on  a 

alors,  avec  cp  =  -  , 
»         2 

a,j=csinnw,  p,j=6cosnw. 

Plaçons-nous  dans  le  cas  où  p  est  pair,  j»  =  2cj.  Si  p 
est  doublement  pair,  ^  =  ar,  y[>  =  4r,  le  cercle  d'in- 
dice /'  est  un  cercle  de  rayon  nul  ayant  son  centre  au 
foyer  F,  et  le  cercle  d'indice  r  -f-  h  se  confond  avec  le 
cercle  d'indice  r —  h.  Si  p  est  simplement  pair, 

^  =  25+1,  p  =  2{2S  -\-  l)^ 
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le  cercle  d'indice  s  est  le  cercle  oscillateur  en  A,  le 
cercle  d'indice  5  4-  i  se  confond  avec  lui,  et  le  cercle 
d'indice  5  +  i  +  /i  se  confond  avec  le  cercle  d'indice 

Si  l'on  remplace  l'axe  focal  par  l'axe  non  focal,  ou 
si  l'on  considère  une  hyperbole,  les  fonctions  circu- 
laires sont  remplacées  par  des  fonctions  hyperboliques 
dont  la  période  est  imaginaire,  et  la  fermeture  du  sys- 
tème n'est  plus  possible;  l'énoncé  ci-dessus  le  montre 
d'ailleurs. 


2.  Si  Von  développe  les  formules  (i)  et  {2)^  on  voit 
que  cLfi  et  pn  '^^  s^expriment  pas  en  fonction  algê- 
brique  de  n\  mais  cela  se  produit  par  la  parabole^ 
qui  offre  un  cas  de  dégénérescence  des  formules. 

La  relation  entre  les  rayons  de  deux  cercles  consé- 
cutifs est  alors 

?'—  ?  =  2p; 

mise  sous  la  forme  p'  —  p  =^  0  -h  p-,  cette  relation 
exprime  que  le  point  de  contact  des  deux  cercles  est 
équidistant  des  cordes  de  contact  de  ces  cercles  avec 
la  parabole.  On  peut  regarder  cette  relation  comme 
résultant  de  la  décomposition  d'une  relation  double- 
ment quadratique 

Les  rayons  des  cercles  (to)  sont  alors  en  progression 
arithm(;tiquc  ;  on  a  les  formules 

pn—  Po—  2/^/^, 

*«  —  ^0  =  —  (  ?"  ~  ?»  '  =  "^  "  (  po  -+-  />"  )• 
ip 
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CORRESPO\DA\CE. 


M.  F.  Balitrand.  —  Sur  la  chaînette  d'égale  résis- 
tance. —  Dans  son  article  Sur  les  mouvements 
plans  dans  lesquels  la  tangente  a  une  vitesse  angu- 
laire constante  {N .  ^.,  1917,  p.36i),  M.  Charles 
Michel  a  démontré  un  certain  nombre  de  propriétés 
de  la  chaînette  d^ égale  résistance.  A  ces  propriétés 
on  peut  en  ajouter  quelques  autres.  Nous  conservons 
les  notations  de  la  figure  2  de  la  page  367. 

Soit  Pi  la  projection  de  P  sur  la  droite  MI,  : 

i^'  La  courbe  décrite  par  P|  est  une  développante 
de  la  courbe  décrite  par  P. 

2°   La  distance  MP,  est  constante. 

V"  L'arc  de  la  courbe  (Pi),  compté  à  partir  du 
point  correspondant  au  sommet  de  la  chaînette.,  est 
égala  la  distance  de  M.  à  la  tangente  au  sommet. 

La  courbe  (P|)  est  la  caustique  par  réllexion  de  la 
ciiaînette  pour  des  rayons  incidents  parallèles  à  l'axe 
de  la  courbe. 

Soit  P'  la  projection  de  I  sur  MI,.  La  courbe  (P') 
possède  les  propriétés  suivantes  : 

1°  Sa  normale  est  la  droite  P'P. 
2°   Un  arc  quelconque  est  égal  à  Varc  correspon- 
dant de  la  chaînette. 

3^^  Son  rayon  de  courbure  est  égal  à  -— • 

M.  M. -F.  E^an.  —  Au  sujet  de  la  question  1914 
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(1901,  p.  192;  voir  la  solution,  191 8,  p,  1^6).  —  Le 
théorème  de  l'énoncé  est  un  cas  particulier  du  théo- 
rème de  Kempe  (')  :  lorsqu'une  figure  plane  inva- 
riable reprend  sa  position  initiale,  après  avoir  glissé 
sur  son  plan  d'une  façon  quelconque  comprenant  une 
seule  révolution  complète,  le  lieu  dans  le  plan  mobile 
des  points  décrivant  des  courbes  d'aire  donnée  est  un 
cercle  dont  le  centre  G  décrit  la  courbe  d'aire  minima. 
Encore,  en  désignant  par  (A)  l'aire  de  la  courbe 
décrite  par  le  point  A,  on  a 

(A)  =  (C)-h7:GA2. 

Dans  le  cas  actuel,  le  centre  G  de  l'ellipse  décrit  le 
même  arc  de  cercle  dans  les  deux  sens^  l'aire  (G)  est 
donc  nulle.  G  est  donc  le  centre  des  cercles  dont  il  est 
question  dans  le  théorème  de  Kempe^  et  Ton  a 

(A)  =  rGA2. 

M.  L.  Poli.  —  Au  sujet  de  la  question  1522  (i885, 
p.  56;  191 6,  p.  394).  —  Gette  question,  de  Gesàro, 
est  ainsi  énoncée  :  Le  déterminant  de  (n  —  1)-  cle- 
nients^  dont  Vêlement  général  uij  est  égal  au 
nombre  des  diviseurs  communs  de  z -h  i  et  j-\-\^ 
représente  la  totalité  des  entiers  non  supérieurs 
à  /i,  dépourvus  de  diviseurs  carrés  autres  que 
l  unité.  Gette  proposition  me  semble  erronée.  On  la 
met  en  défaut  en  faisant  //  =  <)  et  en  formant  k^  déter- 
minant du  cinquième  or(b'e  indiqué,  (|ui  ne  vérifie 
pas  l'énoncé. 


(')  Messenger  of   A/alfienia/ics,  iS-S,   —  \\  ii.liamson.  Intégral 
Calculus,  1S9G,  p.  2i(K 
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M.  L.  Poli.  -^Sur^  la  question  1522,  de  Cesàro 
(i885,  p.  5();-f9i6,.p.  3()4).  —  L'énoncé  semble  erroné, 
car  si  l'ori  y  remplace  n  par  (j,  le  déterminant  indiqué 
ne  contient  pas  5. 

M.  V.  Thébault.  —  Sur  la  question  2353.  —  Cette 
construction  est  depuis  longtemps  connue.  Voir  par 
exemple  A^.  A.^  i858,  p.  177;  Journal  de  Mathéma- 
tiques élémentaires^  1^79)  P-287;  Mathesis,  1884, 
p.  42. 


SOLl]TIOi\S  DE  OIESTIO^S  PROPOSÉES. 


2230. 

(  1914,  p.  432  ;   1915,  p.  287.) 

Déterminer  les  courbes  planes  (M),  telles  que  les  droites 
joignant  les  différents  points  de  (M)  aux  centres  de  cour- 
bure correspondants  de  la  développée^  soient  parallèles 
entre  elles.  F.  Balitrand. 

Solution 
Par  M.  H.  Brocard. 

Soient  NT  le  diamètre  vertical  d'un  cercle  TMN  roulant  sur 
une  droite  i.)x  horizontale;  NT'  le  diamètre  vertical  du  cercle 
symétrique,  tangent  en  N  à  Ox.  Prenons  sur  la  circonfé- 
rence NT  un  point  M,  qui  aura  pour  symétrique  M'  sur  la  cir- 
conférence NT'. 

On  sait  que  M  décrit  une  cycloïde  ayant  en  M  pour  tan- 
gente MT  et  pour  normale  MN,  qui,  prolongée  de  longueur 
égale,  donne  en  M'  le  centre  de  courbure  en  M. 

M'  appartient  à  la  développée,  ou  à  une  cycloïde  égale,  et 
par  la  même  construction,  le  centre  de  courbure  I  en  M'  sera 
sur  M'T',  en  un  point  I  symétrique  de  M'  par  rapport  à  T'. 

Par   suite,   IT'  est  égal   et  parallèle  à  MT,    et  MI  égal  et 
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parallèle  à  TT'  ou  de  direction  constante  (celle  de  la  verticale). 

La  courbe  (M)  est  donc  la  cycloïdc.  C'est  ce  que  l'on  pourra 
obtenir  aussi  par  l'analyse. 

En  effet,  d'après  une  formule  connue,  on  a,  pour  une  courbe 
quelconque, 

A^M   =    ; Hm  , 

9- 
où 

dy  d^y        dp  d^  y 

^^^ti'  '^"HF^^'dv"  ''^~d~^' 

Mais,  par  la  condition  de  l'énoncé,  les  deux  rayons  de  cour- 
bure  MM',    M'I,    dirigés    vers   les    points    M',    1,    donnent    la 

relation 

MM'sino  4-  MI  coso  =  o 
avec 

tango  =/?; 
donc 

Rm/>  -^  Hm'  =  o 
ou 

ri  M 

et  alors  l'équation  différentielle  de  la  courbe  (M)  sera 

—  pq"^  =z  3  />rj  2  —  /•  (  I  -(-  ^;2  ) 
ou 

dont  l'intégrale  première  est 

C{x-i~pyy^=q 
ou 

K  — ^  — ^^==r  —  4  a  co>  0, 

7  \/\^p' 

propriété  de  la  cycloïde  déiiNee  du  cercle  de  rayon  «,  et  qui 

revient  à 

Hj,  =  MM  r=  >M\. 

Al  nu-:  SoLinoN 

Par    M.    \\.   GOOUMAGHTIC.H. 

Prenons  pour  axes  mobiles  O.r,  Oy  la  tangente  et  la  normale 
en  un  point  de  la  développée  dune  courbe  (,M)  et  désignons 
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par  5  et  p  l'arc  et  le  rayon  de  courJDure  de  cette  développée 
en  ce  point.  La  droite  qui  joint  le  centre  de  courbure  de  la 
développée  au  point  de  la  courbe  (M)  correspondant  à  O  fait 
avec  Ox  un  angle  cp  tel  que 

p  d<p  I 

d'où  successivement 

COs2cp    ds  p2  52  5-2   \     ds  ^J 

p  dp  -h  S  ds  =  o,  «2  _^  p2  —  a'2. 

Les  courbes  répondant  à  la  question  sont  les  cycloïdes. 


2300. 

(1916,  p.  479-) 

Un  cercle  mobile  roule  extérieurement  sur  un  cercle 
fixe;  chaque  point  du  cercle  mobile  décrit  une  épicy- 
cloïde.  Trouver  le  lieu  des  centres  de  courbure  de  ces  épi- 
cycloïdes  correspondant  à  une  position  déterminée  du 
cercle  mobile.  F.  Balitrand. 

Solution 
Par  M.  Ph.  du  Plessis. 

Soient  O  et  R  le  centre  et  le  rayon  du  cercle  fixe,  w  et  r 
ceux  du  cercle  mobile;  ces  cercles  se  touchent  au  point  I. 
La  construction  de  Savary  indique  que,  si  P  est  le  point  dia- 
métralement opposé  au  point  M  dans  le  cercle  mobile,  le 
centre  de  courbure  G  correspondant  au  point  M  est  à  la  ren- 
contre des  droites  OP  et  MI  {voir  la  figure  de  la  page  43  j  des 
Nouvelles  Annales  de  iQio).  Dans  la  Note  à  laquelle  se  réfère 
cette  figure,  M.  d'Ocagne  a  remarqué  que  le  triangle  MIw 
coupé  par  la  transversale  OGP  donnait 


d'où  se  déduit 


R  +  r 
^       R 

GI 

GM  ~^' 

IG 

R 

IM  " 

R4-2/- 
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Le  lieu  cherché,  qui  est  celui  du  point  G,  est  donc  le  cercle 
homothétique  par  rapport  à  I  de  celui  que  décrit  le  point  M, 
c'est-à-dire  du  cercle  mobile,  le  rapport  d'hométhétie  étant 
celui  qui  figure  au  second  membre  de  celte  formule. 

Autres  solutions  par  MM.  G.  Boulland,  M.  Faucheux,  K.  Goor- 

MAGHTIGH,  J.    LeMAIRE  et  L.   POLI. 

2301. 

(1916,   p.   4-9-) 

Soit  un  faisceau  tangentiel  de  quadriques^  dont  une 
sphère  S  de  centime  P,  et  soit  F  l'une  des  quatre  coniques 
planes  du  système.  Les  trois  autres  coniques  du  système 
sont  les  sections,  par  les  plans  polaires  respectifs  de  P,  de 
trois  quadriques  ayant  ¥  pour  focale  commune.  Chacune 
de  ces  trois  quadriques  passe  par  les  deux  points  limites 
des  sphères  coaxiales  avec  S  ayant  le  plan  de  F  pour 
plan  radical.  M. -F.  Egan. 


Solution 
Par  M.  R.  Bouvaist. 


Posons 


F  =  «2,^2^..  6H'2— 52  =  0; 

l'équalion 

[a2i|2  -|-^2(;2_,ç2_^X(a2-+-^'2-4- w2)]H-iJi(Ma  H-  v^-\-w^-^-s)=0 

représentera  la  conique,  section  de  la  quadriquc 

<72  w2  _,_  ^2  (.2  _  5?  -H   À  (  M»  H-  P»  -H  tv'  )  =  O 

par  le  plan  polaire  de  P  relatif  à  celle  surface,  si  l'on  a 

I 


.•A  = 


■X' 


'<i  ..1 


'       ai^l        ht-r-X         l 


(  3'3  ) 

réquation  de  cette  conique  sera 


a2        ^        [32        ,    T^  _ 


==  o, 


a2_,-X        ^2_|_x        X 
ou,  si  l'on  a 

-4-X[R2(a2  +  ç^2_^j^2)  _  (t^a+p^H-  WY+*)]  =  o. 

s  sera  donc  une  focale  du  faisceau  S  h- [jl F  =r  o,  si  l'équa- 
tion (i)  est  vérifiée  ;  or  elle  exprime  que  la  quadrique 

«2^2-4-  62p2_52_^    X(a2+   p-2^    t^p,2)  ^  O 

passe  par  les  points  (./■  =  ±oc.y=  dz  [3,s  =  ±\/y^ — R2),  points 
limites  du  faisceau  de  sphères  déterminé  par  la  sphère  S  et  le 
plan  de  F. 

Bemarque.  —  Cette   question    revient   au  fond  à  la  ques- 
tion 892  de  Laguerre  (1916,  p.  32i). 


2302. 

(1916,  p'479) 

Le  lieu  de  la  projection  du  centre  de  courhw  e  en  un 
point  d'une  cissoïde  sur  la  parallèle  menée  par  ce  point 
à  r asymptote  est  une  cubique  d^Agnesi. 

r.  goormaghtigh. 

Solution 

Par  UN  Abonné. 

Soit 

x{x'^-^  y^) — ay^  =  o 

l'équation   d'une   cissoïde  droite.  On   peut  poser,  t  désignant 
un  paramètre  variable, 

a  a 

x^  -,  y=^ 


i-f-r-'         ^       t{\  +  t^)' 
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(3.4) 

d'où    l'on    déduit,    pour  le    coefficieni    angulaire    de  la    tan- 

11             II         I          1  -+-  3<- 
eente  en  un  point  de  la  courbe,  la  valeur • 

')(■'' 

L'équation  de  la  normale  en  ce  point  est  donc 
it'*x  -h  i-t^y —  9^ai--^  ty  —  «  =  o. 

En  la  diiïéreiitiant  par  rapport  à  /  et  à  la  variable  d'homo- 
généité, on  obtient 

^f^x-^ç^t-y  —  o_at '^-  j' =  o, 
3  Py  —  4  cii-  -+■  '^fy  —  4  a  =  o  ; 

d'où,    pour    les  coordonnées    de    la   projection    rlu    centre  de 
courbure  sur  la  parallèle  à  l'asymptote, 

a  f\  a 

X  =  -,  y  =  ^^. 

Le  lieu  de  ce  point  est  donc 

9^2  i^x  —  a)-hi6rt25"  =  o; 
ou,  en  posant  x  —  a  =  X, 

9j2X  +  i6«2(X-+-  a)  =  o. 

Autres  solutions  par  F.-N.  Bahisien  et  par  MM.  L.  Long  et 
L    Poli, 

2303. 

(  1910,   p.   iSo.) 

On  considère  deux  hypocycloïdcs  à  J rois  rebroussements 
égales  ayant  une  tangente  d(}  rebroussenient  AiAj  com- 
mune et  telles  que  l'une  ait  un  rebroussenient  en  Ai  et  le 
sommet  opposé  en  Aa  ;  Vautre  un  rcbroussement  en  Aj  et 
un  sommet  opposé  en  Aj.  Si  d'un  point  V  de  Aj  Aj  on  mène 
à  ces  hypocycloïdes  les  tangentes  PMi  et  FMj  situées  d'un 
même  côté  de  A1A2,  la  corde  des  contacts  enveloppe  une 
hypocycloïde  à  quatre  rebroussements. 

H.    GoORMAUHriGII. 


(  3.5  ) 

Solution 

Par  UN  Abonné. 

Prenons  Aj  comme  origine  et  A1A2  comme  axe  des  x. 
Soil  Hi  l'hypocycloïde  qui  a  un  rebroussement  en  Ai  et  H2 
celle  qui  a  un  rebroussement  en  A2.  En  posant  Ai  A2  =  a,  ces 
deux  courbes  ont  respectivement  pour  équations  tangentielles 

Désignons  par  X  et  [j.  deux  paramètres  variables,  nous 
pourrons  poser  pour  la  première 

1  +  À2  X(l4-X2) 

Il  =  )         V  =  : 

a  a 

et  pour  la  seconde 

I  -H  a2  I  -4-  IJ.2 

u  =  ■ — )  P  = 


a  a\i. 

De    sorte    que    l'équation    d'une    tangente   quelconque   est 
pour  Hi 


et  pour  H2 


.  a 

X  -\~  Ky r-  =  o 


y  a 

X  ^ =  o. 


[i.         1  +  [j.^ 


Pour  que  ces  deux  tangentes  se  coupent  sur  A1A2,  il  faut 
que  l'on  ait  fji=:d:X.  Nous  verrons  plus  loin  que,  si  les  points 
de  contact  sont  du  même  côté  de  Aj  A2,  \^  =  —  ^• 

L'équation  de  la  première  tangente  s'écrit  donc 

\^ y  H-  X-.r  -4-  \y  -\-  x  —  «  =  o. 

En  la  difTérentiant  par  rapport  à  X  et  à  la  variable  d'homo- 
généité,  on  obtient  pour  les   coordonnées    du    point  de  con 
tact  Ml  les  valeurs  suivantes  : 

_  rt([  +  3X2)  _  g ( I  —  X2 ) 


(  3.6  ) 
De  même  pour  les  coordonnées  de  Mj 

a(i  —  [0.2  )  2  a  [jl3 

Comme  [ji  =  di  À,  il  faut,  pour  que  ^i  et  y^  soient  de  même 
signe,  que  [jl  =  —  X;  donc 

a(i  — X2)  2  a  A3 


^2  =77— TTTi-'  ^2  =  - 


(I  +  À2)2  *^'  (l-+-À2)2 

Cela  posé,  l'équation  de  M1M2  est 

Des  formules  précédentes  on  déduit 

4rtX2 


Xi  —  X2        =  — 


y^-y^    -      (i  +  x»)«  ' 


^1^2    -JKia-2  = 


(H-Xî)2 
2rt  X(X' l) 

(i-hX«)» 
2aX([  -h  X2)  (1  —  3X2) 


(H-X2)4 


Par  suite,  les  coordonnées  de  la  droite  Mj  Mj  sont,  en 
fonction  du  paramètre  variable  X, 

_  I  —  X^  _  2X(l  -hX2) 

"  -  a(\  —  3X*) '  »  -  —  ^(,_3X2) ' 

Pour  obtenir  l'équation  tangentielle  de  la  courbe  enve- 
loppée par  Mi  IVI2,  il  suffirait  d'éliminer  X  entre  les  deux  équa- 
tions précédentes.  Pour  facilitei  celte  élimination,  transpor- 
tons l'origine  des  axes  au  milieu  de  AjA;,  en  conservant 
leurs  directions.  Les  nouvelles  coordonnées  de  MiMj  seront 

~  «ri-6X2-i-XM'  rt^i_6x«-hX*)* 

d'où,  par  l'élimin;»!  ion  de  X,  la  relation 

«î (  U«  —  V'»)'  —  4 (  U'  -h  V«)  =  o. 
C'est    l'équation    d'une    hYpncNcloïde   à   quatre    rebrousse- 


(3.7) 

ments  ayant  les  axes  de  coordonnées  pour  axes  de  synnétrie 
et  les  bissectrices  de  ces  axes  pour  tangentes  de  rebrousse» 
ment. 

Autres  solutions  par  MM.  R.  Bouvaist  et  J.  Lemaire. 


2304. 

(1916,  p.  480.) 

Dans  un  triangle  ABC,  les  AB  et  AG  déterminent,  sur 
la  médiatrice  relative  au  côté  BG,  un  segment  a^.  Les 
perpendiculaires,  abaissées  des  sommets  B  e^  G  sur  la 
droite  qui  joint  Vorthocentre  du  triangle  au  milieu  du 
côté  BG,  déterminent  sur  la  même  médiatrice  un  seg-^ 
ment  a'^'.  Démontrer  que  ces  deux  segments  sont  égaux. 

F.  Balitrand. 

Solution 
Par  M.  J.  Lemaire. 

Appelons  A'  le  milieu  du  côté  BG,  H  l'orthocentre  du 
triangle,  D  le  pied  de  la  hauteur  issue  de  A,  et  supposons 
par  exemple  AB  <  AG;  les  triangles  semblables  de  la  figure 
donnent 

AD  X  BA' 


A'a  = 
A'^  = 


BD 
AD  X  GA' 


GD 
d'où 

^       .,         .,,^       AD  X  BA'(GD-BD)       sADxBA'xA'D 
ap  =  A.-A^= ^^-^ = ^^--^ 

Mais 

BD       GD  =  AD  X  DH, 
donc 

aBA'xA'D 

^^  =  DH ^ 

d'autre  part,   les  triangles  BA'a'   et  HDA'  étant  semblables, 
on  a 

BA'xA'D 

' =   A    3f 

DH 
on  en  conclut 

a^  ==2A'a'  =  a'P'.  c.  q.  f.  d. 


(  3.8  ) 

La    démonstration    suppose   aigus   les   angles   B   et    C,   on 


l'adapte  aisément  au  cas  où  l'un  de  ces  angles  est  obtus. 

Autres  solutions,  par  E.-N.  Barisikn  et  par  MM.  R.  Bouvaist 
et  M.  Faucheux. 

2305. 

(  1916,  p.  48o.) 

On  donne  une  conique  S  et  un  point  C  dans  son  plan. 
Il  existe  deux  cercles  de  centre  G  tels  que  la  conique  S  et 
Vun  de  ces  cercles  admettent  des  triangles  circonscrits 
à  S  ei  inscrits  au  cercle.  Les  triangles  de  chacune  des 
deux  familles  sont  conjugues  à  une  conique  S;  démontrer 
que  les  centres  des  deux  coniques  S  sont  symétriques  l'un 
de  l'autre  par  rapport  au  centre  de  la  conique  S. 

g.  fontené. 

Solution 

Par  i"N    VucNNi'. 

Soient  S  et  S'  deux  coniques  lelles  (|u'il  existe  des  triangles  T 
circonscrits  à  S  et  inscrits  à  S';  ces  triangles  sont  conjugués 
à  une  conique  il,  qui  est  l'une  des  quatre  coniques  par  rap- 
port a!i\(|iicll("s  S  et  S'  sont  polaires  récipioques.  "M.  R.  Bou- 
vaist a  montré  {N .  A.,  i<)i<î,  p.  i85)  que  le  lieu  des  centres 
des  cercles  circonscrits  aux  triangles  T,  lieu  qui  est  une 
conique,  dépend  uniquement  de  la  conique  S  et  du  cercle  de 
Monge  de  la  conicjuc  X.  I^a  ligure  étant  rapportée  aux  axes 
i\c  la  conique  S,  et  le  cercle  de  Mon^e  de  la  conique  il  a>anl 
pour  centre  le   point  (.ro,^o))  et  p<»ur  ravon  p,  ré(juation  du 


(  3i9) 

lieu  en  question   est 

(i)       [-ixocp-h  -f.y^y  —  ^l  —  yl  +  p*  +  a'^  +  b^Y 

—  4  [a2.r2  -h  b^y"^  +  «2^2]  :=  o. 

Les  directions  asymptotiques  de  cette  conique  sont  per- 
pendiculaires aux  tangentes  menées  du  point  {otq^ y^)  à  la 
conique  S;  son  centre  est  sur  la  perpendiculaire  menée  du 
centre  de  S  à  la  polaire  du  point  (^o  J'o)  P^ï"  rapport  à  S. 

La  conique  S  étant  donnée,  ainsi  que  le  cercle  de  Monge 
de  la  conique  S,  ce  qui  détermine  le  lieu  (i),  la  conique  2 
dépend  d'un  paramètre,  la  conique  S'  dépend  d'un  paramètre. 
Si  l'on  choisit  le  rayon  p  du  cercle  de  Monge  de  façon  que  le 
lieu  soit  une  conique  évanouissante,  l'une  des  coniques  S' 
sera  un  cercle  et  le  lieu  se  réduira  à  un  point  G,  centre  de 
ce  cercle  (cf.  1916,  p.  355,  i").  La  condition  pour  qu'il  en 
soit  ainsi  est 

(9.)        [p2  -+-a2  4-62  __  .^2  _^2p  _^  ^1  (^2^2   _^  a2j'2  -«2^2)  =^  oj 

les  valeurs  de  p2  ne  sont  réelles  que  si  le  point  (xq,  jKo)  est 
intérieur  à  la  conique  S,  et  les  deux  droites  qui  forment  le 
lieu  sont  bien  imaginaires.  Si  l'on  prend 


p^-  =  xl  -hyl  —  «2— 62-H'2£v/a2  62  — 62^:2  —a^-yl, 

l'équation  (i)  devient 

[xqX  +yoy  +  e  /«'^  b'  —  b'^xl  —  a'^ylY 

—  (a^x^  -+-  b^y^-  -h  a^  b"^  =  o. 

Le  centre  (a,  ^)  du  cercle  S'  qui  est  l'une  des  coniques  S' 
est  le  centre  de  la  conique  évanouissante  représentée  par 
l'équation  précédente,  et  l'on  trouve 

a  (3  I 


è2^o        «'jKo        ey/a2^._^-2^2  _^2j^ 


Inversement,    si    le   centre   (a,    P)  du   cercle  S'  est   donné, 
on  a 

(3)  ^^0    _    «-^JO    ^  «2^2 


P  £ /a2a2 -1-62^2 -h  a62 
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pour  les  centres  des  deux  coniques  2  qui  correspondent  aux 
deux  cercles  S'.  Ces  deux  points  sont  sur  le  diamètre  de  la 
conique  S  qui  est  conjugué  de  la  direction  perpendicu- 
laire à  OC,  à  égale  distance  du  centre  O  de  cette  conique 
et  intérieurs  à  cette  conique. 


OliESTlOIVS. 


2366.  Soient  Mi,  uj,  v,  et  Mj.  [i-j,  V2  deux  points  corres- 
pondants de  deux  courbes  inverses  par  rapport  à  un  pôle  O 
et  leurs  deux  premiers  centres  de  courbure  en  ces  points.  Les 
droites  Mj  jjlj  et  M2  [i-t  se  coupent  en  K,  les  droites  }j.i  v,  et  [jljVj 
rencontrent  en  Pj  et  P2  la  perpendiculaire  élevée  en  O  sur 
O  |j.i  [J.2-  Si  l'on  mène  par  Pj  et  Pj  des  parallèles  à  v,Ket  vj  K 
qui  coupent  respectivement  ^\\\i\  et  MafJts  en  Qi  et  Qj,  les 
points  Qi  et  Q2  appartiennent  à  une  parallèle  à  OMiMj. 

Cette  proposition  donne  une  construction  du  deuxième 
centre  de  courbure  en  un  point  de  l'inverse  d'une  courbe  T 
quand  on  connaît  les  deux  premiers  centres  de  courbure  de  F 
au  point  correspondant.  R.  Goormaghtigh. 

2367.  On  sait  que.  si  d'un  point  quelconque  on  mène  les 
trois  normales  à  une  parabole,  le  cercle  des  neuf  points  du 
triangle  formé  par  les  tangentes  aux  pieds  de  ces  normales 
contient  le  sommet  de  la  courbe.  Démontrer  que,  plus  géné- 
ralement, si  l'on  projette  en  g  sur  la  tangente  au  sommet  O 
le  centre  de  gravité  d'un  triangle  inscrit  et  qu'on  prolonge  O^ 
de  la  moitié  de  sa  longueur,  le  point  obtenu  appartient  au 
cercle  des  neuf  points  du  triangle  formé  par  les  tangentes  à 
la  parabole  aux  sommets  du  triangle  inscrit  considéré. 

R.  Goormaghtigh. 
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I\OTË  BIOGRAPHIQUE. 


Albert  Gauthier- Villars  (')• 

Né  à  Villiers-sur-Orge  le  16  juin  1861,  Albert 
Gauthier-Villars  entra  à  l'École  Polytechnique  en 
1881.  Lieutenant  d'artillerie,  il  donna  sa  de'mission, 
fut  associé  à  son  père  en  1888  et  lui  succéda  en  1898 
dans  la  direction  de  la  célèbre  Maison  d'édition.  Il 
avait  été  nommé  chevalier  de  la  Légion  d'honneur 
en  1897. 

Au  début  de  la  guerre,  bien  qu'exempté  par  son  âge 
de  toutes  obligations  militaires,  il  n'avait  pas  hésité  à 
s'engager,  et  c'est  en  reprenant  son  ancien  grade  de 
lieutenant  qu'il  fît  les  débuts  de  la  campagne.  Il  fut  par 
la  suite  nommé  capitaine,  et  commandait  une  batterie 
d'artillerie  lourde  (22^  du  77®  Rég'). 

Officier  de  la  Légion  d'honneur  en  1914?  il  fut 
confirmé  dans  ce  grade  au  titre  militaire  (10  juillet  191 8) 
avec  la  mention  suivante  : 

«  Officier  de  tout  premier  ordre,  alerte  et  énergique, 
d'une  très  belle  tenue  au  feu.  Grâce  à  sa  valeur 
technique,  à  sa  science  d'artilleur,  à  la  belle  impulsion 
qu'il  a  su  donner  à  sa  batterie,  a  su  obtenir  des  résul- 
tats remarquables  dans  les  tirs  de  destruction  sur  des 
pièces  à  longue  portée.  » 

(')  Nous  n'avons  pu  qu'indiquer  en  quelques  lignes,  dans  notre 
numéro  de  juillet,  la  perte  cruelle  faite  par  les  Nou\>elles  Annales. 
Nous  tenons  à  y  ajouter  aujourd'hui  quelques  indications  plus 
compJètes  sur  la  vie  de  celui  qui  vient  de  nous  quitter. 

Note  de  la  Rédaction. 

Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,   t.  XVIII,  (Sept.  191 8.)  25 
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Il  était  en  outre  décoré  de  la  Croix  de  guerre  avec 
deux  citations,  et  sa  batterie  avait  mérité  la  citation 
suivante  : 

<(  Sous  les  ordres  du  capitaine  Gauthier-Villars, 
malgré  de  très  sérieuses  difficultés  d'ordre  technique, 
a  attaqué  k  plusieurs  reprises  et  a  réussi  à  atteindre,  le 
3  mai  191 8,  une  pièce  allemande, de  gros  calibre  dont 
les  tirs  menaçaient  gravement  la  ville  de  Paris.  » 

Albert  Gauthier-Villars  est  mort  subitement  le 
i4  juillet  191 8,  à  son  poste  de  commandement,  succom- 
bant sous  le  poids  des  fatigues  de  la  guerre. 

A  la  séance  du  16  juillet  de  l'Académie  des  Sciences, 
M.  Emile  Picard,  secrétaire  perpétuel,  a  fait  part  à  ses 
confrères  de  cette  douloureuse  nouvelle.  Il  a  rappelé 
les  grands  services  rendus  à  la  Science  par  la  Maison 
d'édition  dont  celui  que  nous  venons  de  perdre, 
digne  héritier  des  traditions  paternelles,  était  direc- 
teur, et  ajouté  que  cette  mort  laissera  des  regrels 
unanimes  dans  le  monde  scientifique  français,  où 
Albert  Gauthier-Villars  ne  comptait  que  des  amis. 
C'est  la  vérité  même. 

A  ces  regrets  s'associeront  notamment  les  collabo- 
rateurs de  la  librairie  et  de  l'imprimerie.  Ils  n'ont  pas 
oublié  que  Gauthier-Villars  père  avait  fondé  une 
caisse  de  retraites  en  faveur  du  personnel  delà  Maison, 
et  que  son  fils  fut  le  continuateur  de  celte  œuvre  géné- 
reuse et  intelligente. 

En  terminant  cette  Notice  trop  brève,  la  rédaction 
des  Nouvelles  Annales  l\en\  à  renouveler  l'expression 
de  sa  sympathie  et  de  son  respect  à  ceux  que  laisse 
derrière  lui  Albert  Gauthier-Villars.  Sa  vie  aura  été 
un  noble  exemple  e\  le  plus  légitime  des  titres  de 
noblesse  morale  pour  ses  héritiers. 
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[A2b] 
SllK  LE  SYSTÈME  DE  n  ÉOLATIO\S  Dll  SECOND  DEGUÉ 

Xi{Xi-^Xi-{-.  .  .-^Xn)        -H             2.3(^14-372+.  .  .-f- 37^)2=  5'a2, 
' 1 

Xn{Xx-\-X<i-\-  .  .  .-|-a7,j_i)H-  n(/i-hi)(a7,H-;r2+. .  .H-a7„)2=(2/i-f-i)2a'  ; 
Par  m.  R.   ALEZAIS. 


Ce  système  a  fait  partie  de  la  composition  de  Mathé- 
matiques au  Concours  général  de  i88o  et  il  est  proposé 
comme  exercice  dans  plusieurs  algèbres  élémentaires. 
M.  Moret-Blanc  l'a  résolu  dans  ce  Recueil  (1882, 
p.  266),  mais  ses  conclusions  sont  inexactes.  Il  n'est 
pas  vrai,  ainsi  qu'il  le  suppose,  que,  pour  une  valeur 
de  /z,  chaque  inconnue  ne  puisse  prendre  que  deux 
valeurs  égales  et  de  signes  contraires  et  que  les  2"  so- 
lutions du  système  (on  lit  dans  le  texte  nX)  s'obtiennent 
en  combinant  les  signes  de  toutes  manières. 

On  voit  immédiatement  que  les  solutions  du  sys- 
tème (i)  sont  opposées  deux  à  deux;  mais  il  en  existe 
en  général  qui  sont  infinies  ou  imaginaires.  J'appel- 
lerai système  suffisant  de  solutions  un  système  formé 
de  la  moitié  des  solutions  réelles  et  lînies  et  ne  conte- 
nant pas  de  solutions  opposées. 

Si  le  système  (i)  se  réduit  à  une  équation  unique, 

c'est 

ix\  =  9a2, 
d'où 

,    Za 

^i  =  ±  -p* 
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S'il  est  du  second  ordre,  on  a 

(    371  072 -t-  6  (  OTj  -h  372  )' =  25  a' . 

On  en  déduit 

(xi-^  Xi)^=  4a^,         XiX2=a^, 

et  l'on  obtient  les  deux  solutions  doubles 

Xi  =  X2^=  CLy  Xi  =  X2  =  —  a. 

Soit    désormais    n^2    et    posons,    comme   a     fait 
M.  Moret-Blanc, 

(•2)  Xi-h  X2-\-...-\-Xn=  f. 

Les  équations  (i)  deviennent,  avec   t  =  i,  2,  .  .  .,  n, 

xj  —  youi—  i {i  ■^- i) y"^ -\- {■! i  -h  i)2a2=  o, 

et  l'on  en  tire 

(3)  2^/=  J^-f-£/(2«,-f-l)  v/j^— 4a2, 

où  £|,  £2,  .  .  .,  £«  sont  des  signes  indépendants  les  uns 
des  autres.  En  portant  les  valeurs  (3)  dans  la  rela- 
tion (2)  et  en  posant 


(4) 


m.  =  3£i  -t-  JSaH-.  .  .4-  {-in  -h  i)e,/, 


on  a 


(n  —  2) y  -h  m  \/y- — ^a'^  =  o.         [m^ —  (n  —  î)']/^—  ^,n^a^. 

Le  radical  étant  supposé  positif  ainsi  que  a,  on  voit 
que  j^  et  m  sont  de  signes  contraires;  on  doit  donc 
écrire 


7 


—  2  ma 

///î'— (n  — 2)- 


V>»-4a5  = 


•î ;  /i  —  2)a 


{  3,25  ) 

et  l'on  a 

(5)      ~        [- m +  e,(. .•  +  ,)(»-.)]«  (;  =  ,,,,...,„). 

y//n2  —  (ai  —  2  )'^ 

Quel  que  soit  /,  ces  valeurs  sont  infinies  avec 

nV^  —  {n  —  2)2=0 

et  elles  sont  purement  imaginaires  avec 

m' —  (n  —  2)2<;  o. 

On  passe  d'une  solution  à  la  solution  opposée  en 
changeant  les  signes  de  tous  les  e,  ce  qui  change  aussi 
le  signe  de  m. 

Les  1^  solutions  correspondent  aux  2"  systèmes  de 
valeurs  des  e.  On  est  donc  amené  à  former  tous  les 
arrangements  n  k  n  des  deux  nombres  i  et  —  i .  On 
peut  écrire  successivement  ceux  qui  contiennent 
de  toutes  manières  o,  puis  i,  puis  2,  ...,  puis  n  nom- 
bres —  I,  mais  ceux  qui  en  ont  p  et  7i  — p  corres- 
pondent à  des  solutions  opposées;  on  voit  donc  que 
pour  obtenir  un  système  suffisant  de  solutions, 
si  Al  =  2w'+  I,  cas  où  le  développement 

n(n  —  i) 

2"  =  I  -+-  /î  H ^ H-  ...  -i-  n  -H  I 

•2 

a  2(/i'h-i)  termes,  il  suffît  de  prendre  les  arrangements 
qui  contiennent  o,  i ,  . . . ,  /i'  nombres  —  i  ;  si  /i  =  2  /i', 
le  même  développement  ayant  2  7i'~\-i  termes,  aux 
arrangements  qui  contiennent  o,  i,  .  .  . ,  /i' — i  nom- 
bres —  I ,  il  faut  ajouter  la  moitié  de  ceux  qui  en  ont  n'» 
Gomme,  d'une  manière  générale,  on  a 

nn'        ^  p/i' 

on  peut  ajouter  ceux  qui  contiennent  n'  nombres  • —  i 
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parmi  les  n  —  i  premiers  nombres  et  qui  ont  i 
pour  /i^^'"^  nombre.  C'est  ainsi  que  j'ai  procédé  pour 
former  le  Tableau  que  l'on  trouvera  un  peu  plus  loin. 
Chaque  arrangement  qui  j  figure  correspond  à  une 
solution^  si  grand  que  soit  /i,  pourvu  que  l'on  suppose 
ajoutés  à  droite  un  nombre  suffisant  de  nombres  i .  J'ai 
placé  tous  les  arrangements  qui  concernent  un  ordre 
déterminé  avant  ceux  qui  concernent  aussi  l'ordre  sui- 
vant. 

Pour  un  arrangement  donné,  il  reste  à  calculer  les 
valeurs  correspondantes  de  m  et  du  radical. 

Quand  tous  les  e  sont  positifs,  on  a 

m  =  n{n  -\-  ■).), 

et  comme 

ii  -\-  I  =  3-1-  2  (  i  —  I  ), 

on  a  en  général 

(6)  m=^n{n-\-i)  —  6X  —  4  Ki 

en  désignant  par  A  le  nombre  des  e  négatifs  et  par  a  la 
somme  de  leurs  indices  diminués  chacun  d'une  unité. 
J'appellerai  indices  réduits  les  indices  diminués  d'une 
unité  et  je  considérerai  les  nombres  o,  i ,  .  .  .,  «  —  i 
comme  les  numéros  d'ordre  des  rangs  i ,  2,  . .  . ,  /i.  Ces 
indices  réduits  ou  numéros  d'ordre  étant  inscrits  en 
tête  du  Tableau  des  arrangements,  la  valeur  de  m  s'ob- 
tient pour  chacun  d'eux,  d'après  la  formule  (6),  par 
un  calcul  facile,  et  la  valeur  du  radical  s'en  déduit 
sans  peine.  11  sera  néanmoins  plus  avantageux  de  pro- 
céder de  la  manière  suivante.  Posons 

\  m\  —  {n  —  -2)  =  2  H. 

H  est  un  entier;  car,  d'après  (6),  ///  est  de  même  parité 
(|ue  riy  et  nous  pourrons  représenter  la  quantité  sans 
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radical  par  4^  avec 

(7)  A  =  II(H  +  n  —  2). 

En    réduisant   a  à  l'unité,  la   formule  (5)    devient 
ainsi  : 

Avec  m  >>  o 

—  lU  —  {n  —  1}  -^  ti{ii  -\-\){n  —  1) 
Xi  =  — > 

2  v/a 
avec  m  <C  o 

2  H    H-   /i    —    2  -f-   £;■  (  2  ï   -+-  I  )  (  /l  —   2  ) 


T,= 


A 


On  voit  enfin  que,  si  Ton  pose 


(8)       :r;.;= 


,       {n  —  i)i—H  „_       (n~  i)(i-h  i)-^H 


X;=      


on  a 

avec  m  >>  o 


Xi—       X-.  SI         e,=  r 


avec  m  <C  o 


ar/=       rp;  si         £,-=  —  i 


:r/=  — a-:  si         e/=i, 

Xi=  —  ^'.  si  £/=  —  I 


Les  valeurs  x'^  d'une  part  et  les  valeurs  x]  d'autre 
part  sont  n  termes  consécutifs  d'une  même  progression 
arithmétique;  mais  il  n'existe  que  deux  solutions, 
opposées  l'une  à  l'autre,  pour  lesquelles  les  valeurs 
des  n  inconnues  appartiennent  à  la  même  série. 

m  ne  figure  plus  explicitement,  mais  il  faut  tenir 
compte  de  son  signe;  dans  le  Tableau  suivant,  je  n'ai 
inscrit  que  les  valeurs  de  H  et  de  A,  mais  ces  valeurs 
sont  en  chiffres  gras  quand  m  est  négatif. 


0.      1.     2.      3.      4.      5. 


H  >  2 

/i>3 
n>4 


/i>  5 


H. 


H. 


H. 


H. 


7 

2-^.7 

1 1 

II. f3 

i6 

2^19 

22 

22  M 

4 

22/5 

8 

2*.  5 

i3 

2*.l3 

19 

jg.l 

2 

2  .3 

6 

2*. 3 

II 

2.7. u 

17 

3.7.U 

O 

O 

4 

23.3 

9 

22.33 

i5 

3.5. 

2 

23 

7 

2.5.7 

i3 

i3,»* 

3 

3.5 

8 

23.1  I 

i4 

22.3» 

I 

3 

6 

2.33 

12 

26.3 

—  I 

—  I 

4 

22.7 

10 

22.5. 

_ 

5 

23-5 

1 1 

3.5.1 

4 

2^.7. 

10 

22.5. 

2 

2.5 

8 

2^.: 

2 

2.5 

8 

25.; 

O 

0 

6 

2«.3. 

O 

0 

6 

22.3. 

—  1 

—2 

4 

■25 

• 

1 

2' 

2 

9 
6 

4 
2 
0 

—  2 
7 
j 
3 
3 
1 

—  I 
I 

—  1 
-1 

1 

22.3 
32.1 
2».  3. 
2^ 

2.2 .  : 

0 
— 2' 

7. Il 

32.5 
3.7 

3.7 

5 
-3 

) 

■■> 

—  j 

-3 

5 

En  comptant  le  nombre  des  valeurs  nulles  ou  néga- 
tives de  H,  on  voit  que  les  systèmes  d'ordre  3,  4>  5,  () 
ont  respectivement  2,  o,  4?  2  solutions  infinies  et  o,  2, 
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2,  8  solutions  imaginaires.  Par  suite,  les  systèmes  suf- 
fisants de  ces  quatre  ordres  contiennent  respectivement 

3,  7,  i3,  27  solutions  dont  les  valeurs  se  déduisent  de 
suite  des  formules  (8). 

Voici  ces  solutions  pour  les  ordres  3  et  4-  Au  lieu 
de  supposer  a  réduit  à  l'unité,  je  lui  donne  pour  valeur 
celle  du  plus  petit  dénominateur  commun  des  expres- 
sions des  X  relatives  à  a=:i;  les  valeurs  des  x  de- 
viennent ainsi  égales  aux  numérateurs  correspondants  : 

n  =  3. 


X,. 

X,. 

^3- 

a. 

6 

5 

4 

2  v/i4 

6 

0. 

I 

•2  y/S 

[ 

5 

— I 

v/6 

n  = 

:   4. 

^,. 

^2- 

X,. 

a:.. 

fl'. 

9 

7 

5 

3 

v/i43 

6 

1 

I 

0 

sv/S 

1 

6 

0 

—  I 

^.  v/3 

1 

0 

6 

— 2 

/« 

0 

I 

1 

—6 

v/ï 

—7 

—9 

3 

5 

*/.-. 

—  5 

3 

—9 

7 

v/3 

On  voit  que  ces  deux  systèmes  n'admettent  aucune 
solution  rationnelle;  il  en  est  de  même  du  système 
d'ordre  6;  car,  avec  n  ==:  6,  aucune  valeur  de  A  n'est 
carré  parfait;  mais  le  système  d'ordre  5  admet  la  solu- 
tion 

rri  =  7,       37.2=10,       :r3=i3,       Xi,  =  — 11,       a"5  =  — 1|,       a=i. 

Il  n'a  d'ailleurs  aucune  solution  rationnelle  que  cette 
solution  et  son  opposée. 
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Solutions  qui  dépendent  d^un  même  dénomina- 
teur. —  S'il  est  faux  que  toutes  les  solutions  aient  un 
dénominateur  unique,  on  voit  déjà  sur  le  Tableau  pré- 
cédent, que  cela  peut  arriver  pour  plusieurs  d'entre 
elles,  et,  quand  n  croit,  il  est  facile  de  voir  que  le 
nombre  des  dénominateurs  distincts  devient  même 
relativement  petit.  En  ellet,  à  chaque  valeur  de  H  cor- 
respond une  seule  valeur  de  A,  et  H  ne  peut  prendre 
que  les  valeurs  entières,  o  inclus,  dont  la  plus  grande 

/i(/i-hi)                   ,         ,               .              n  —  2            n  — 3 
est  +  1  et  la  plus  petite ou   > 

suivant  que  Al  est  pair  ou  impair;  on  voit  encore,  en 
considérani,  les  plus  petits  systèmes  de  valeurs  de  \ 
et  |ji,  que  H  ne  prend  jamais  sa  valeur  maxima  dimi- 
nuée de  I,  de  2,  de  4  ou  de  G  unités.  Le  nombre  des 
dénominateurs  distincts  est  donc  au  plus,  suivant  la 
parité  de  n, 

71^ -h  7.  n— 6                        n^-\-in  —  7 
ou > 


nombres  qui  croissent  bien  moins  rapidement  que  2''. 
Il  y  a  d'ailleurs,  en  général,  des  solutions  pour  toutes 
ces  valeurs  de  H.  D'après  le  Tableau  précédent,  les 
quatre  ordres  considérés  n'offrent  que  deux  excep- 
tions :  H  =  o  avec  n  =^  4  et  H  =  3  avec  n  :=  ^  ne 
donnent  aucune  solution. 

Proposons-nous  de  trouver  toutes  les  solutions  qui 
correspondent  à  une  valeur  de  H. 

Si  H  est  donné,  m  est  connu  an  signe  près,  car  j'ai 

posé 

\  m  \  =  iU  -{-  n  —  -2. 

m  est  d'ailleurs  relié  au  nombre  X  des  £  néii:alifs  et  à  la 
sniiiMiP  '/  (le  IrMiK  in(li(  PS  ^MMlult«^  y,\v  \,\  tormnlr  i  l\\.  Il 
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en  résulte 


(9)      21J!.  =  — ^^ ^  —  (  II  —  1)  —  3à  (avec  m  >  o), 


•1 


(ro)    'i  (JL  =: h  11   -  r  —  3  A  (avec  m  <  o;. 


Ces  formules  déterminent  la  parité  de  X.  C'est  d'ail- 
leurs  un  entier  positif  intérieur  ou  égal  à   -•  Enfin, 

pour  qu'une  valeur  de  \  convienne,  il  faut  que  la  valeur 
correspondante  de  ]x  soit  supérieure  ou  égale  à  la 
somme  des  ).  indices  réduits  les  plus  faibles  et  infé- 
rieure ou  égale  à  la  somme  des  K  indices  réduits  les 

plus  forts  (ou  qui  précèdent  le  plus   fort,  si  X=  -» 

car  nous  avons  dit  que  dans  ce  cas  les  \  nombres  —  i 
doivent  être  pris  parmi  les  /z  —  i  premiers  nombres  de 

l'arrangement).  Un  nombre  fini  d'essais  permet  donc 

de  trouver  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  X  et  jji  qui 
correspondent  à  une  valeur  de  H. 

Pour  chacun  de  ces  systèmes,  il  reste  ensuite  à  déter- 
miner tous  les  systèmes  de  valeurs  des  £  pour  lesquels 
X  des  e  sont  négatifs  et  ont  {jl  pour  somme  de  leurs 
indices  réduits.  J'appelle  arrangements  correspon- 
dants tous  ceux  pour  lesquels  X  et  p.  ont  un  même 
système  donné  de  valeurs  et  il  s'agit  de  dresser  le 
Tableau  de  ces  arrangements. 


Un  système  de  valeurs  de  X  et  y.  vérifiant  les  condi- 
tions indiquées  pour  une  valeur  de  /i,on  peut  toujours, 
d'une  manière  et  d'une  seule,  trouver  un  entier  X,, 

avec  o^X,^X,  tel  que  la  somme  des  X,  derniers  indices 
réduits  (ou  qui  précèdent  le  dernier,  si  X  =:  —  ) ,  aug- 
mentée de  celle  des  X  —  \\  —  I  premiers  indices  réduits. 
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soit  moindre  que  [jl,  mais  ne  le  soit  que  de  la  valeur  de 
l'un  des  indices  intermédiaires.  En  supposant  A,  ainsi 
déterminé,  j'appelle  arrangement  initial  Punique 
arrangement  correspondant  qui  commence  par 
\  —  A,  —  I  nombres  —  i  et  se  termine  par  X,  nombres  —  i 

I  suivis  a  un  nombre  i  si  A  =  -  1  • 

Soient  maintenant  d'une  manière  générale  i  et  /r 
deux  numéros  d'ordre,  avec  i  inférieur  à  k  d'au  moins 
deux  unités,  et  supposons  que  dans  un  arrangement 
correspondant,  sous  les  numéros  d'ordre  t,  «  -f- i , 
k  —  1 , /r,  se  trouvent  respectivement  — i,  i,  i,  — i; 
on  obtient  un  autre  arrangement  correspondant  en 
mettant  aux  mêmes  rangs  i,  — \,  — i,  i,  sans  modi- 
fier les  autres  nombres,  car,  par  cette  opération  que 
j'appellerai  une  double  transposition^  ni  A  ni  a 
n'est  changé. 

Si  deux  arrangements  appartiennent  à  un  même 
ensemble  d'arrangements  correspondants,  on  peut 
passer  de  l'un  à  l'autre  par  une  suite  de  doubles  trans- 
positions. En  edet,  ce  sont  d'abord  deux  arrangements 
des  mêmes  nombres;  on  peut  donc  passer  de  l'un  à 
l'autre  par  une  série  de  transpositions;  mais,  puisque 
la  somme  des  indices  réduits  des  nombres  —  i  doit 
être  la  même  pour  les  deux,  à  toute  transposition  modi- 
fiant cette  somme  d'une  unité,  on  peut  en  faire  corres- 
pondre une  autre  la  modifiant  d'une  unité  en  sens  con- 
traire. U  en  résulte  que,  si  l'on  part  de  l'arrangement 
initial  et  qu'on  effectue  la  double  transposition  de 
toutes  les  manières  po"Bsibles  dans  cet  arrangement 
lui-même  et  dans  tous  ceux  que  l'on  en  déduit  par  le 
même  procédé,  on  obtiendra  sans  exception  tous  les 
arrangements  correspondants,  mais  plusieurs  il'enlre 
eux  se  présenteront  plus  d'une  fois;  or,  il  est  facile  de 
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ne  faire  que  juste  le  nombre  de  doubles  transpositions 
qui  les  donnent  tous  chacun  une  fois. 

Des  deux  nombres  —  i  qui  sont  échangés  avec  des  i 
dans  une  double  transposition,  distinguons  le  nombre 
de  gauche  et  le  nombre  de  droite.  Ces  appellations 
sont  corrélatives.  Pour  qu'un  nombre-  —  i  puisse  être 
le  nombre  de  gauche  d'une  double  tTansposition,  il 
faut  qu'il  ait  à  sa  droite  un  autre  nombre  —  i  pouvant 
lui  servir  de  nombre  de  droite  et  vice  versa.  Un 
nombre  de  gauche  doit  d'ailleurs  être  immédiatement 
suivi  d'un  nombre  i  et  le  nombre  de  droite  correspon- 
dant doit  être  immédiatement  précédé  d'un  nombre  i 
distinct  du  premier.  Ces  deux  nombres  i,  compris 
entre  les  nombres  — i,  peuvent  à  leur  tour  com- 
prendre ou  ne  pas  comprendre  entre  eux  d'autres 
nombres  i  ou  —  i . 

Ces  conditions  permettent  de  voir  immédiatement 
sur  un  arrangement  donné  quels  sont  les  nombres  —  i 
qui  peuvent  être  nombres  de  droite  ou  nombres  de 
gauche  d'une  double  transposition.  Je  dirai^  pour 
abréger,  que  ce  sont  respectivement  les  nombres  de 
droite  et' les  nombres  de  gauche  de  l'arrangement.  Cer- 
tains nombres  —  i  peuvent  appartenir  aux  deux  caté- 
gories. Ainsi,  soit  par  exemple 


l. 

2. 

'3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

11. 

12. 

13.  14. 

15. 

16. 

17. 

- 1 

—  I 

I 

—  i 

—  I 

I 

I 

—  1 

I 

I 

—  I 

—  I 

I      I 

—  i 

I 

—  I 

Dans  cet  arrangement,  les  nombres  numérotés  2,  5, 
8,  12  sont  les  nombres  de  gauche  et  les  nombres  numé- 
rotés 8,  11,  15,  17  sont  les  nombres  de  droite. 

Comme  le  nombre  sous  le  n"  12  est  le  dernier  nombre 
de  gauche  que  l'on  rencontre  quand  on  parcourt  l'ar- 
rangement à  partir  de  la  gauche,  je  dirai  que  c'est  le 
nombre  de  gauche  le  plus  à  droite. 
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On  voit  que  les  doubles  transpositions  qui  peuvent 
être  effectuées  dans  cet  arrangement  sont  au  nombre 
de  i3  et  caractérisées  par  les  couples  suivants  : 

(•2,8),     (2,  iij,     (-2,10),     (-2,17),     (5,  8j,     (5.11),     (.i,i5), 
(5,17),     (8,11),     (8,  i5),     (8,17),     (12,  [5),     (12,17). 

Voici  maintenant  comment  on  peut  dresser  le 
Tableau  d'un  ensemble  d'arrangements  correspon- 
dants. 

Etant  donné  un  arrangement  initial  quelconque,  on 
peut  de  proche  en  proche  en  déduire  tous  les  arrange- 
ments correspondants  sans  omission  ni  répétition  en 
effectuant,  à  partir  de  chaque  arrangement  A,  la  double 
transposition  qui  est  déterminée  sans  ambiguïté  par 
les  règles  suivantes  : 

1°  Le  numéro  d'ordre  a  du  nombre  de  gauche  de 
cette  double  transposition  est  celui  du  nombre  de 
gauche  le  plus  à  droite  dans  A; 

:>."  L'arrangement  dans  lequel  elle  doit  être  effec- 
tuée est  A  lui-même,  si  A  n'est  pas  immédiatement 
précédé  d'un  arrangement  dans  lequel,  1°.  tous  les 
nombres  à  partir  du  premier  à  gauche  et  jusqu'à  celui 
qui  est  numéroté  a  inclusivement  sont  les  mêmes  que 
dans  A,  et  dans  lequel,  2",  le  noivibre  numéroté  a 
peut  être  pris  pour  nombre  de  gauche.  Si  A  est  imm«'- 
diatement  précédé  d'un  arrangement  vérilianl  ces  deux 
conditions,  supposons  pour  la  généralité  qu'il  y  ait 
immédiatement  au-dessus  de  A  une  suite  de  pareils 
arrangements  consécutifs,  on  effectue  alors  la  double 
transposition  dans  le  dernier  que  l'on  rencontre  quand 
on  remonte  la  série  des  arrangements  à  partir  de  A. 

.S*^  On  prend  pour  nombre  de  droite  de  la  double 
transpos,iti(>u  celui  qui,  clans  l'arrangement  où  on  l'el- 
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fectue,  est  le  plus  près  à  droite   du  nombre  pris  pour 
nombre  de  gauche. 

Le  dernier  arrangement  est  celui  où  aucune  double 
transposition  n'est  possible.  Il  a  tous  ses  nombres  —  i 
consécutifs  ou  disposés  en  deux  groupes  séparés  par  un 
seul  nombre  i . 

Voici  une  application  de  ce  procédé.  J'ai  indiqué  à 
côté  du  Tableau,  sous  les  lettres  R,  G,  R',  D,  le  rang 
de  chaque  arrangement  dans  ce  Tableau;  le  numéro 
d'ordre  du  nombre  de  gauche  de  la  double  transposi- 
tion qui  donne  l'arrangement  suivant;  le  rang  dans  le 
Tableau  de  l'arrangement  où  cette  double  transposi- 
tion doit  s'effectuer;  le  numéro  d'ordre  de  son  nombre 
de  droite. 


n  =  \  \ 


X 


/n  =  4i>        H  =  i6,       A  =  20- 


4. 


10.        H.    G.     R'.    D. 
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i4 
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i4 
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i5 
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Tous    ces    arrangements    sont    distincts    et    il   n'en 
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manque  aucun.  En  effet,  les  trois  règles  suivies  ont 
pour  efTet  immédiat  de  disposer  les  arrangements  dans 
un  ordre  tel  que  les  nombres  —  i  qui  peuvent  être 
déplacés  vers  la  droite,  le  so.nt  successivement  et  gra-  | 
duellement  en  commençant  par  le  plus  à  droite  et  sans  ' 
manquer  aucun  intermédiaire.  Dans  chaque  arrange- 
ment, considérons  comme  partie  initiale  celle  dont  le 
dernier  nombre,  c'est-à-dire  le  plus  à  droite,  est  déter- 
miné de  la  manière  suivante  :  pour  l'arrangement  ini- 
tial, c'est  le  nombre  de  gauche  le  plus  à  droite;  pour 
un  autre  arrangement  quelconque  A,  c'est  celui  dont 
le  numéro  d'ordre  est  le  plus  grand  des  deux  entiers 
a -h  I  et  p,  en  désignant  par  a  le  numéro  d'ordre  du 
nombre  de  gauche  de  la  double  transposition  qui  a 
fourni  A  et  par  |3  le  numéro  d'ordre  du  nombre  de 
gaviche  le  plus  à  droite  dans  A.  On  voit  facilement  que 
ces  parties  initiales  sont  toutes  distinctes,  que  la  I 
marche  suivie  les  a  données  toutes  sans  exception  et 
enfin  que,  dans  un  ensemble  d'arrangements  corres- 
pondants, à  chacune  d'elles  ne  peut  correspondre  qu'un 
arrangement  unique. 

Dans  le  Tableau  précédent,  les  parties  initiales  sont 
en  chiffres  gras  (1). 

Voici  quelques  applications  de  cette  méthode. 

Solutions  infinies  et  imaginaires.  —  Les  solutions 
infinies  correspondent  à  H  =  o  et  les  solutions  imagi- 
naires aux  valeurs  négatives  de  H.  On  peut  se  servir  du 
procédé  précédent  pour  déterminer  leur  nombre  pi  enj 
déduire  le  nombre  des  solutions  de  ce  que  j'ai  appelé, 
un  système  suffisant . 

Voici    les    résultais  (jue    l'on    trouve"  pour  les  pre-] 
mières  valeurs  de  n  : 
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Ordre...     3.      4.     5.      6.        7.       8.        9.         10.         11.       12.        13. 

total  des  solu- 
tions      8     i6     32     64      128     256     5i2     1024     2048     4096     8192 

des  solutions  in- 
finies      2042         8       10       22         36         68       112       204 

des     solutions 

imaginaires.,     o       2       2       8       14       32       64       i3o       260       526     io36 

des  solutions 
d'un  SNStème 
suffisant.....     3       7     i3     27       53     107     2i3       429       860     1729     3476 

On  peut  remarquer  que  jusqu'à  l'ordre  9  les  nom- 
bres des  solutions  d'un  système  suffisant  sont  égaux 
chacun  au  double  du  précédent  alternativement  aug- 
menté ou  diminué  d'une  unité;  mais  cette  règle  ne 
vaut  plus  à  partir  de  l'ordre  10. 

Solutions  rationnelles.  —  Pour  qu'une  solution 
soit  rationnelle,  il  faut  et  il  suffit  que  A=H(H-f-^ — 2) 
soit  carré  parfait.  Dans  ce  cas,  en  faisant  a  égal  à  la 
racine  carrée  de  ce  nombre  et  en  donnant  pour  valeurs 
aux  X  celles  des  numérateurs  correspondants  des  x'^ 
ou  x]^  on  obtient  les  solutions  du  système  (i)  en  nom- 
bres entiers. 

Les  remarques  suivantes  ramènent  à  un  nombre  fini 
d'essais  la  recherche  de  toutes  les  solutions  entières. 

Pour  que  H(H-1-  n  —  2)  soit  carré  parfait  : 

1°  Si  H  est  un  carré,  soit  H  = /i^^  il  faut  que 
h^ -i-  n  —  2  le  soit  aussi,  ce  qui  exige  que  n  —  2  soit 
ou  bien  un  nombre  impair  plus  grand  que  i,  ou  bien 
un  multiple  de  4  plus  grand  que  4i  et  ce  qui,  d'ail- 
leurs, ne  laisse  à  h  qu'un  nombre  fini  de  détermi- 
nations. 

2^  Si  H  n'est  pas  carré,  il  ne  peut  être  que  le  pro- 
duit  d'un    carré  par   un    facteur   de    n—  2    inférieur 
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à  11  —  2  ;   car  soit  H  =  A^  /i, ,  n^  entier  non  carré,  on  a 

H(H-t-/i  —  2)=:/i'/Zi(A2ni— n  —  2); 

si  iix  ne  divise  pas  n  —  2,  il  ne  divise  pas  la  paren- 
thèse et  il  n'est  qu'une  fois  en  facteur  dans  l'expres- 
sion, et  si  72,  ==  /i  —  2,  on  a 

H(H4-/l  —  2)  =  /l2(n—  2)>(Aî-^l), 

et  le  dernier  facteur  ne  peut  être  un  carré.  Si 
n  —  2  =  71,  n<x^  il  faut  encore  que  A^-r  n^  puisse  être 
un  carré  et  ici  encore  h  n'a  qu'un  nombre  fini  de  déter- 
minations. 

On  peut  facilement  vérifier  par  cette  méthode  que 
les  systèmes  d'ordres  3,  4  et  6  n'ont  pas  de  solutions 
rationnelles.  Dans  les  trois  cas,  on  est  amené  à 
faire  H  =  A^  ;  or  aucun  des  nombres 

/jS(As_f_,),     >ia(/,s^2),     A»(A»-T-4) 

ne  peut  être  carré  parfait. 

On  voit  au  contraire  que  tous  les  autres  ordres  ont 
des  solutions  rationnelles.  En  efTel  : 

i''  Si  71  esl  impair  et  supérieur  à  3,  on  a 
n  —  2  =  2A?t  -I-  I 

avec  7?|  au  moins  égal  à  i  et  il  suffit  de  faire  H  ==  /ij 
pour  que 

soit  carré  parfait. 

■jP  si  n  esl  pairement  pair  et  supérieur  à  4>  on  a 

n  —  2  =  4^i-*-2 
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avec  n^  au  moins  égal  à  i  et  il  suffit  de  faire  11=  2aiJ 

pour  que 

A  =  a^Aïf  (Aif -H  2/ii4- i) 

soit  carré  parfait. 

3**  Si  n  est  impairement  pair  et  supérieur  à  6,  on  a 

n  —  2  =  4  ^1-4-4 

avec  71  i  au  moins  égal  à  i  et  il  suffit  de  faire  H.  =  n^^ 

pour  que 

A  =  n^(nl-h  ^rii-h  4) 

soit  carré  parfait. 

Voici  les  résultats  pour  les  premières  valeurs  de  n. 
Ils  sont  présentés  sous  forme  de  solutions  entières 
avec  a  égal  à  la  racine  de  A  ou  à  un  de  ses  facteurs  en 
cas  de  réduction,  c'est-à-dire  quand  n  —  2,  H  et  A  ont 
un  facteur  commun. 

Je  désigne  par  IN  le  nombre  des  solutions  rationnelles 
qui  font  partie  d'un  système  suffisant.  Le  nombre  total 
s'obtient  en  doublant.  On  peut  remarquer  que,  pour 
une  détermination  de  H  rendant  A  carré,  le  nombre 
des  solutions  croit  avec  n]  mais  le  nombre  des  déter- 
minations de  H  rendant  A  carré  a  des  fluctuations  pro- 
venant du  nombre  et  de  la  nature  des  diviseurs  de  n — 2. 
Si  n  —  2  est  un  nombre  premier  ou  le  double  ou  le 
quadruple  d'un  nombre  premier,  H  ne  [peut  avoir 
qu'une  seule  détermination. 
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Pour  écrire  explicitement  la  solution  relative  à  l'un 
des  arrangements  initiaux  ou  à  l'un  de  ceux  qu'on  peut 
en  déduire,  il  suffît  d'appliquer  les  règles  données 
après  les  formules  (8)  sur  le  choix  à  faire  entre  x'^  etx] 
suivant  le  signe  de  m  et  suivant  celui  de  e/  {i  indice 
non  réduit).  Voici  par  exemple  quelques  solutions 
entières  du  système  d'ordre  17  : 
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Les  quatre  du  système  d'ordre  7  sont  : 
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SUR   Wm   PROPniÉTÉ   CARACTÉRISÏIOLE 
DES  COLIQUES  IIOMOFOCALES  ; 

Par  m.  R.   BRTCARD. 


1.  Étant  données  deux  coniques  homofocales,  les 
deux  paires  de  tangentes  qu'on  peut  leur  mener  d'un 
point  quelconque  du  plan  forment,  comme  on  sait,  un 
faisceau  isogonal^  c'est-à-dire  qu'elles  forment  deux 
angles  ayant  les  mêmes  bissectrices.  Je  me  propose 
d'établir  que  cette  propriété  est  caractéristique  d'un 
système  de  deux  coniques  homofocales.  Pour  le  dé- 
montrer, je  résoudrai  le  problème  suivant  : 

Trouver,  dans  le  plaii^  quatre  courbes  G,,  G,, 
Ga,  G2,  telles  que^  si  d^ u?i  point  M  quelconque  on 
leur  mène  les  quatre  tangentes  MU^,  MV,,  MUo, 
MV2,   Iq  faisceau   ainsi  formé  soit   isogonal^    les 

deux  angles  UiMV,,  U2MV2  aya«^  les  mêmes  bis- 
sectrices. 

2.  Prenons  des  axes  rectangulaires  et  soient  ir,  jles 
coordonnées  du  point  M,  ^4,  t>i,  ^2,  ('2  les  angles  que 
font  respectivement  avec  OX  les  quatre  tangentes  MU, , 
MV,,  MU2,  MV2.  Ges  angles  sont  des  fonctions  de  x^y. 
L'équation  de  la  droite  MU,  par  exemple  est 

X  — ^        Y  —y 

cosi^i  sinMi 

ou 

sin  MjX  —  cos  Wj  Y  =  x  sin  u^  — y  cos  Wj. 
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Celte  droite  doit  avoir  une  enveloppe,  à  savoir  la 
la  courbe  Cj.  Tl  est  nécessaire  et  suffisant  pour  cela 
que  l'expression  formant  le  second  membre  de  l'équa- 
tion précédente  soit  fonction  de  W).  Cela  s'exprime  par 
la  condition 


sinMi -h  (jccosMi  -hy  smui)— — 

dui 
dx 

/                           ■         .àui 
—  coswi  -h  {x  cosMi  -h  y  smui)  - — 

dui 

qui  s 

e  réduit  à 

-- 

(0 

COS  Wi 

du,         .         du, 
dx                    dy 

0. 

On  a 

de  même 

(2) 

COS  Pi 

dv,          .          di>i 

H  sin  t^i  -7—  = 

dx                    dy 

0, 

(3) 

COS  «2 

duo         .          dUi 

h  sm  U.2  ---  = 

dx                     dy 

0, 

(4) 

COS  Vi 

dvo          .          dv9 

h  sin  t^2  3—  = 

dx                    dy 

0. 

=  o 


En  outre,  Tisogonalité  du  faisceau  des  quatre  lan- 
ji,entes  s'exprime  par  la  condition 


(5) 


Ml  4-  t^i  =  U.2  H-  Pj. 


Il  s'agit  donc  de  trouverqualre  solutions  Mi ,  r, ,  f/^,  r^, 
satisfaisant  k  la  coiidition  (5),  de  l'équation  aux  dé- 
rivées partielles 


du  du 

COS  u h  sin  w  -7-   =  o. 

dx  dy 


3.   On  tire  de  (5) 


OUi 

dx 


dx 


Ou  2 


dx 
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Mais  il  résulte  de  (i)  et  (2)  que  l'on  a 

du,        di>i  dui  dfi 

h  — -  =  —  tangMi tangc^i  — - . 

âx         ôx  ^        dy  ^       ôy 

De  même 

dui       dv-2  ùui  dv2 

H  -3-  =  —  tangW2  -: tangi^a  -r-- 

âx         dx  dy  dy 

Donc 

dux                     dvx                      du-2  dv^ 

tangwi  -^ h  tang(^i  -—  =  tangW2  -r H  tangpg  -;— • 

ày  ^y  ^y  ^y 

Le  premier  membre  est,  au  signe  près^  la  dérivée 
logarithmique  par  rapport  à  y  de  cosa<cos^'4;  le 
second  membre  est,  au  signe  près,  la  dérivée  logarith- 
mique de  cosï/2  cosç^2'  i-iG  rapport  de  ces  deux  fonc- 
tions doit  donc  être  fonction  de  x  seulement.  On 
écrira,  pour  la  commodité  des  calculs  ultérieurs, 

COSW2  C0St^2       ' 

=  77 r  -h  I. 

COSMi  costal    /  {x) 

Un  calcul  analogue  donne 

sinw.2sinP2  i 

: =  — — :-Hi. 

sin  U\  sin  (^1        ê'iy  ) 

On  tire  de  là 


cos  11-2  cos  ^«2  —  Sin  11-2  sin  i^o 

cosMiCOSi^i        sin«iSinPi 


cos  Ml  cos  i^t  —  sin  U{  sin  (^1 


ce  qui,  en  tenant  compte  de  (5j,  se  réduit  à 
(6^  '  sin  Ml  sint^i   ^  g(y) 

COSMi  COS^-i  fi^) 

Posons  maintenant 

tangMj  =  m,         tangt»!  = /i, 
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m  étant  fonction  de  m,  satisfait  k  la  même  équation 
aux  dérivées  partielles  que  cette  derrière  fonction.  On 
a  donc 

dîn  dm 

de  même 

,     ,  dn  On 

Enfin  (6)  s'écrit 

Il  s'agit  donc  de  trouver  deux  solutions  m  et  /i  de 
l'équation  aux  dérivées  partielles  (7),  telles  que  leur 
produit  soit  le  quotient  d'une  fonction  de  y  par  une 
fonction  de  x. 

Ajoutons  les  équations  (-7)  et  (8),  multipliées 
respectivement  par  n  et  ni.  11  vient 

d  d 

—  (mn  )  -+-  mn  -—  (m  -h  n)  =  o, 
da:  Oy 

OU 

ce  qui  se  réduit  a 

-T-  (m  H-  /O  =    .,    /  ; 

d'où,  en  intégrant, 

(10)  m-i-  n  =  {.,     ,    V  4-  F(3r), 

F  étant  une  certaine  fonction  de  .r. 

De  même,  ajoutons  les  équations  (7)  et  (8),  multi- 
pliées respectivement  par  — ;  ^^  — j-  On  a 

0  /  \        i\         \      0    , 

—  -— 1-  -      H -—  (  Wlrt  )  =  o , 

Ox  \m        n  /        m  n  Oy 


ou 


ou 


enfin 
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±(1  ^.i\^lil=o. 

dcc\m~^   nj        g    f 


d    I  \     ,     i\        g' {y) 


àx\m        n  I        g{y) 
et,  en  intégrant, 

(II)  '--f-  -  =  Cl^^:r-f-G(jK), 

G  étant  une  certaine  fonction  de  y.    . 

En  tenant  compte  de  (9)  et  (10),   l'équation    (11) 
s'écrit 


/  I  S        g 

ou 

(.2)        f\x)y  +  Y{x)f{x)  =  g\y)x  +  0(7)^(7). 
En  dérivant  par  rapport  à  x^  il  vient 

(•3)  /"(^)r  +  [F(^)/(^)]'  =  ^'^r). 

Une  nouvelle  dérivation  par  rapport  à  y  donne  enfin 

f\x)^g"{y). 

La  valeur  commune  des  deux  membres  doit  être  une 
constante  absolue,  que  l'on  peut  supposer  égale  à  2, 
les  fonctions  /  et  g  n'intervenant  dans  (9)  que  par 
leur  rapport.  Ces  fonctions  sont  donc  deux  polynômes 
du  second  degré 

y(j7)  =  a"2  _|_  gaa? -f- 6,    . 

-  •  ^(r)=r-  +  'ia7-f-  p. 

(  1 3  )  donne  alors 

27 -h  [F(a;)/(a7)]' =  2(7 -+- a), 
d'où 

Y{x)f{x)  =  2{ax  4-  K) 


et 
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F(x)=     ^("^  +  K) 


K    étant    une    nouvelle    constante.    On    tire    ensuite 

de  (lo) 

2(37 -ha)  i(y.x  -\-K) 

m  -hn  =  —-^ T  y -^ 5 —T 

x^-\-  'lax  -\-  b  x^-^iax-^b 

i{xy  -h  a:r  H-  a  y  -h  K) 
X-  ->r  lax  -^  b 

Finalement,  on  voit  que  m  et  n  sont  racines  de 
l'équation 

(^2  _|_  2a^  H-  6)  m2 

—  -lixy  -^  OLX  -\-  a  y  -^  K)  m  -^  y^  -{-  in.  y  -4-^  =  0. 

En  résumé  les  deux  courbes  G,  et  (j,  constituent 
une  seule  et  même  courbe  algébrique  de  seconde 
classe,  c'est-à-dire  une  conique  F,. 

De  même,  les  courbes  C2  et  G2  constituent  une 
conique  r2. 

r,  etr2  sont  homofocales.  En  effet,  M  étant  un  point 
quelconque  de  r2,  les  tangentes  issues  du  point  M  à 
cette  conique  sont  confondues  suivant  une  droite  qui 

doit  être  l'une  des  bissectrices  de  l'angle  U,MV,,  et 
par  conséquent  de  l'angle  formé  par  les  droites  joignant 
le  point  M  aux  foyers  F  et  F'  de  F, .  F^  a  donc  aussi 
pour  foyers  F  et  F'. 

Il  est  donc  établi  que  la  propriété  rappelée  au  début 
caractérise  bien  un  système  de  deux  coniques  homo- 
focales. 


-i.    On  (lémunheiail   (Tinu'   manlt^re  analogue  qu'un 
système  de  deux  coniques  concentriques  et  honiothé- 
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tiques  est  caractérisé  par  la  propriété  suivante   :  une 
droite  quelconque  détermine  dans  ces  deux  coniques 
des  cordes  dont  les  milieux  sont  confondus. 


[P>le] 

RELATIONS  ENTRE  LES  RAYONS  RE  COLRRIIRE 
RE  REDX  COllRRES  AFFINES  (M; 

Par  m.  F.  BALITRAND. 


Soient  M  et  M,  deux  points  correspondants  de  deux 
courbes  affines  par  rapport  à  un  axe  XX';  G  et  Ci  les 
centres  de  courbure  en  ces  points;  A  le  point  de  ren- 
contre, situé  sur  XX',  des  tangentes  en  M  et  M<  aux 
courbes  (M)  et  (M<).  Appelons  r  et  /-,  les  portions  de 
tangentes  AM  et  AM<  ;  9  et  8<  les  angles  qu'elles 
forment  avec  l'axe  XX'. 

On  a  par  définition 

r  cosO  =  ri  cos6i,         r  sin9  =  K/'i  sin9i  ; 
.d'où 

tang6  =  K  tango,. 

En  dilFérentiant  cette  relation  on  obtient 

-^  -  K  ^Q^^^  . 

d^i  ~       cos2e/ 
d^   et  d^i    sont   les   angles  de   contingence  des    deux 

(')  Sur  ce  sujet  on  peut  consulter  :  P.  Serret  (Des  méthodes 
en  Géométrie,  p.  96);  A.  Mannheim  {Princ.  et  développ.  de  Géom. 
ciném.,  p.  49^);  R.  Goormaghtigh  {Nouv.  Ann.,  1915,  p.  423,  et 
T917,  p.  84);  F.  Balitrand  {Nouv.  Ann.,  1916,  p.  74). 
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courbes  en  M  et  M< .  D'autre  part,  à  cause  de 

/'  cos6  =  /'i  cosôi 

et  de  la  signification  géométrique  des  angles  6  et  0,, 

on  a 

ds        cos6i  _  /• 

dsi        cos6        /'i 

Par  suite,  en  appelant  p  et  pi  les  rayons  de  courbure 

correspondants 

ds 

pi  ~~   £^   ~  kr\  ' 
ddi 

Cette  relation  est  due  à  P.  Serret  (Des  méthodes  en 
Géométrie,  p.  96)  qui  l'a  établie  par  une  voie  entiè- 
rement difï'érente  de  celle  qui  précède  et  n'en  a  pas 
déduit  de  construction  géométrique.  Par  une  transfor- 
mation facile,  elle  s'écrit 

/'  ri 


psin6cos0        pi  sin  61  cos6,  * 

d'où    la   détermination   suivante  du    centre   de   cour- 
bure G,    : 

On  projette  G  en  C  sur  MMj  et  C  en  G  sur  AM. 
La  parallèle  à  MM, ,  menée  par  G",  coupe  AM,  en  C'[ 
et  la  perpendiculaire  en  ce  point  à  AM,  coupe  MM, 
en  G', .  La  parallèle  à  XX',  menée  par  G', ,  passe  par 
le  centre  de  courbure  G, . 

J^a  relation  précédente  peut  se  mettre  sous  la  forme 

p  sin  0        pi  sinBi 
et  donne  alors  lieu  à  ce  théorème  : 
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Les  projections  des  rayons  de  courbure  de  deux 
courbes  affines  sur  Vaxe  d'affinité  sont  entre  elles 
comme  les  carrés  des  portions  de  tangentes  corres- 
pondantes^ comprises  entre  leur  point  de  concours 
et  leurs  points  de  contact  avec  les  courbes. 

Joignons  AC  qui  coupe  la  normale  à  M  en  D  et  pro- 
jetons ce  point  en  Q  sur  XX'.  Soit  P  le  pied  de  MMi 
sur   cet  axe.   Les    triangles    semblables    ADQ,    AG'P 

donnent 

AQ  _  AD   _  AM  _  r 

ÂP  ~~  AC  ~  ÂC  ~  /'  H-  p  sinO  cose  ' 

d'où 

AQ=  __ll£2ll_. 
r  -h  p  sin6  cos  6 

On  trouverait  de  même  pour  la  courbe  (M,  ) 

— '1  --f      . 

/'i  +  pi  sinoi  cosoi  ~ 

Or,  en  vertu  de 

/•  ri 


psin0cos6        pisinOiCOsOi 

AQ  =  AQ,  et  il  en  résulte  la  propriété  suivante  qui 
fournit  une  construction  évidente  du  centre  de  cour- 
bure G»  connaissant  G  : 

On  projette  les  centres  de  courbure  G  et  G,  en  G' 
et  Gj  sur  MM, .  Les  droites  AG'  et  AG'j  rencontrent 
les  normales  correspondantes  en  deux  points  qui 
sont  sur  une  perpendiculaire  à  XX'. 

Soit  N  le  point  où  la  perpendiculaire  en  A  à  XX^ 
rencontre  la  normaleà  (M).  Portons  sur  cette  normale, 
a  partir  de  N,  une  longueur  NIN'  égale  au  rayon  de 
courbure  GM  et  abaissons 'de  M  sur  AN'  une  perpendi- 
culaire qui  coupe  XX'  en  O.  Nous  formons  ainsi  deux 
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triangles   AÎSIV',  AMO   qui   sont   semblables    comme 
ayant  leurs  côtés  perpendiculaires  et  qui  donnent 


AO  _  AM 

AN  ~  NN' 

ou  bien 

r'- 


AO 


p  sinô 
De  même,  pour  la  courbe  (M,.),  on  aurait 


r2 


D'après  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut  AO  -^=  AO, 
et  les  points  O  et  0|  coïncident.  On  a  donc  la  pro- 
priété suivante  qui  peut  servir  à  déterminer  G,  con- 
naissant G  : 

Soient  N  e^  ]N,  les  points  où  la , perpendiculaire 
élevée  en  A  à  XX'  rencontre  les  normales  à  (M) 
et  (M,).  Portons  sur  ces  normales,  à  partir  de  ces 
points,  des  longueurs  IN'N',  iNiNj  égales  respective- 
ment aux  rayojis  de  courbure  correspondants.  Les 
perpendiculaires  abaissées  de  M  et  M,  sur  Ai\' 
et  AN',  se  coupent  sur  XX'. 


C0KRESPO\DA\CË. 


M.  H.  Brocard.  —  y\u  sujet  d'un  article  de  E.-N. 
Baristen,  1917,  p.  4oï-4o8.  —  Sur  les  paraboles  qui 
passent  par  les  pieds  des  normales  issues  d'un 
point  donné  (a.  ^)  à  une  ellipse. 

Pa};e   4<^3,    l'auteur  observe  que  les  axes  des  deux 
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paraboles  ont  des  directions  fixes,  les  diagonales  du  rec- 
tangle des  axes  de  l'eilipse  donnée. 

Ce  tliéorème  se  trouve  énoncé  dans  son  article  do 
Mathesis^  \Ç)0(^,  j).   i45,  n"21. 

Cas  où  le  point  (a,  P)  est  sur  l'ellipse  (1917,  p.  io6). 

Chaque  parabole  enveloppe  une  quartique.  Voir  eu 
effet  (/oc.  cit.)  n"21. 

M.  d^Ocagne.  —  Remarquer  au  sujet  de  diverses 
questions  résolues  dans  les  IV.  A.  (1918). 

Question  2264  (p.  216).  —  Je  rappelle  que,  dans 
cette  question,  si  M  est  le  milieu  du  segment  de  la  tan- 
gente en  P  à  la  courbe  (P),  compris  entre  les  axes  rec- 
tangulaires Ox  et  Oy,  il  s'agit  de  la  relation  qui  lie 
le  point  P  à  la  tangente  en  M  à  la  courbe  (M).  Ln 
relation  que  j'avais  en  vue  dans  la  dernière  partie  de 
l'énoncé  est  la  suivante  (que  l'on  pourra  s'exercer  à 
déduire  de  celles  remarquées  par  les  auteurs  des 
solutions  insérées,  mais  qui  peut,  de  façon  très  aisée, 
s'établir  directement)  : 

Les  normales  en  M  ci  c/i  P  aux  courbes  (M)  c^  (P) 
se  coupent  sur  la  perpendiculaire  élevée  à  OM  par  le 
point  symétrique  de  O  par  rapport  à  M. 

Par  la  même  occasion,  je  signalerai  quelques  couples 
intéressants  de  courbes  (M)  et  (P)  dont  l'existence 
peut  s'établir  géométriquenjent  (sujets  d'exercices  pour 
les  lecteurs  des  N.  A.)  : 

Courbe  (M).  Courbe  (P). 

Une  droite  D  quelconque.  La  parabole  tangente  à  0^, 

à  O7  et  à  D  au  milieu  du 
segment  de  cette  droite  com- 
pris entre  Ox  et  Of. 

Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  XVIII.  (Sept.  1918.)  27 
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Courbe  (M).  Courbe  (P). 

Un  cercle  de  centre  O.  L'hypocycloïde      à      quatre 

rebroussements  circonscrite 
à  ce  cercle  et  qui  admet  Ox 
et  Oy  pour  ses  axes  de 
rebroussement. 

Un  cercle  tangent  en  O    à  L'hypocycloïde    à    trois   re- 

Oj.  broussements    circonscrite    à 

ce  cercle  et  qui  le  touche  en  0. 

Une  parabole  de  sommet  0  La  symétrique  par  rapport 

tangente  à  Or.  à  O^  de  la  parabole  obtenue 

en     dilatant     au     double,     à 
*  partir  de  Oa?,   les  ordonnées 
de  la  parabole  donnée. 

Lue     hyperbole    équilatére       -'  Cette  hyperbole  équilatère 
ayant  Ox  et  Oy  pour  asymp-       elle-même, 
totes. 

Une    hyperbole    équilatére  Le     point    diamétralement 
de     sommet     O,     ayant     ses  opposé  à  0  dans  cette  hyper- 
asymptotes    parallèles    à    Ox  bole. 
et  O^v.  ' 

Une    hyperbole    équilatère  Le  cercle    décrit    sur   l'axe 

de  foyer  O,  ayant  ses  asymp-       transverse   comme    diamètre, 
totes  parallèles  à  Ox  et  Oy.         cercle  qui  est  d'ailleurs  tan- 
gent à  Ox  et  O^. 

Une     hyperbole    équilatère  La     développée     de     cette 

d'axes  Ox  et  Oy.  hyperbole. 

Question  2266  (p.  226).  —  D'aprrs  un  ihcortine 
que  j'ai  eu  oceasion  de  rap[)eler  dernièreiiienl  dans  les 
/V.  .'/  (i()i8,  p.  33),  précisément  à  propos  d'une  cons- 
Irut'lion  de  centre  de  courbure  de  conclioïde,  si  (en 
ulilisiiut  les  notations  de  la  solution  ici  visée)  A  est 
i'extr<';milé  delà  sous-normale  polaire  de  la  courbe  (M) 
pour  le  pôle  O,  et  w  le  milieu  de  la  normale  polaire 
de  la  courbe  (A)  pour  le  même  pôle,  le  centre  de  cour- 
bure G  de  la  conchoide  (M)  de  (M)  s'obtient  par  la 


3;)D  ) 

rencontre  de  la  normale  M'A  à  cette  conchoïde  et  de 
la  droite  qui  joint  le  point  o)  an  point  de  rencontre  H 
de  OM'  et  de  la  perpendiculaire  en  A  à  M'A.  Le  lieu 
de  G  eut  donc  enf^endré  par  la  rencontre  de  deux 
rayons  correspondants  K^^V  et  ioUde  deux  faisceaux^ 
de  centres  respectifs  \et  to,  évidemment  homogra- 
phiques^  pnisque  de  chacun  de  ces  rajons  J'autre  se 
déduit  de  façon  unique.  Ce  lien  est  donc  une  conique 
passant  par  A  et  w. 

Le  point  H  à  l'infini  snr  OM  donne  un  point  G  en 
coïncidence  avec  le  milieu  A'  de  OA  ;  le  point  H 
•confondu  avec  O,  le  point  G|  à  la  rencontre  de  Ow  et 
de  la  parallèle  à  OM  menée  par  A.  Enfin,  lorsque  le 
rajon  AM'  vient  à  se  confondre  avec  Aw,  le  point  G 
tend  vers  A  suivant  la  perpendiculaire  élevée  en  A  à  Ato 
qui  est^  par  suite,  tangente  en  A  à  la  conique  lieu  de 
ce  point. 

De  cette  façon  sont  établis  plus  directement  (sans 
avoir  à  passer  par  l'intermédiaire  des  antipodaires  des 
conchoïdes  relativement  au  point  O)  les  résultats 
obtenus,  pour  la  première  partie,  par  l'auteur  de  la 
solution  insérée. 

Question  2275  (p.  234).  —  Outre  que,  comme  l'a 
justement  observé  l'auteur  de  la  solution  insérée,  la 
distance  tangentielle  de  chaque  point.M  de  Thyperbole 
au  cercle  correspondant  est  égale  au  demi-^xe  trans- 
verse de  cette  hyperbole,  il  n'est  pas  sans  intérêt  de 
remarquer  que  la  corde  des  conlacis  du  cercle  et  des 
asymptotes  passe  par  le  point  M,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  que  la  polaire  du  point  M  par  rapport  à  ce  cercle 
passe  par  le  centre  de  l'hyperpole. 
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$OLiirio\s  »Ë  QUEsriovs  proposées 


\ 


333. 

I     (1856,   p.   243;   1916,  p.   192 J 

Etant  donnée  une  ligne  d'intersection  de  deux  surfaces 
de  degrés  m  et  p,  quels  sont  les  degrés  respectifs  des  sur- 
faces formées  par  les  normales  principales,  les  tangentes 
de  la  courbe  et  les  axes  des  plans  osculateurs? 

Solution 
Par  M.  L.  Poli. 

Cette  question  est  résolue  (p.  362)  du  volume  où  elle  a  été 
posé3,  dans  un  article  du  Rédacteur '\nl\i\ï\é  Considérations 
sur  les  courbes  à  double  courbure  (i856,  p.  359-365). 

!\Iiis  cet  article  ne  fait  par  mention  de  l'énoncé, 

1008. 

(1870,  p.  48o;  1917,   p.    36o.  ) 

Tout  cube  parfait,  différent  de  zéro^  augmenté  de  \,  i 
eu  8  unités  d'un  ordre  quelconque,  n'est  pas  un  cube  par- 
lait. MoRKT- Blanc. 

Solution 
Par  M.  L.  Varchox. 

Cette  proposition  n'est  qu'un  cas  particulier  de  la  suivante 
que  nous  allons  établir  : 

La  dilférence  entre  deux  cubes  parfaits  non  nuls  admet 
nécessairement  d'autres  facteurs  premiers  que  i  et  5, 

Cr  qui  revient  à  diic  que  l'éj^alit»' 
(i  )  X^—  \3—  ^''x  3'' 

csl  impossible  pour  des  nombres  entiers.  Remarquons  d'abord 
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que,  si  un  nombre  est  multiple  de  5,  son  cube  est  évidemment 
terminé  par  le  même  chiffre  que  ce  nombre  lui-même.  Si 
maintenant  le  nombre  N  n'est  pas  multiple  de  5,  on  a 

^N  =  5^±:i         ou         N  =  5  n  ±  2 

et,  suivant  le  cas, 

N3=  5  X  (25n3±i5n2-i-3/z)±i 
ou 

N3=  5  X  (25/l3±:  3o/i-+  12/1  dz  2)  =F  2, 

les  signes  supérieurs  se  correspondant  dans  les  deux  cas. 

Les  parenthèses  sont  de  même  parité  que  ai;  donc  les  chiffres 
des  unités  de  N  et  N"*  sont  les  mêmes  si  M  =  5n  ±  i  ;  ils  ont 
pour  somme  lo  ;  si  N  =  5  n  ±  2,  il  en  résulte  donc  que,  dans 
tous  les  cas,  si  deux,  nombres  sont  terminés  par  le  même 
chiffre  (ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  leur  différence  est  un 
multiple  de  lo),  il  en  est  de  même  de  leurs  cubes  et  récipro- 
quement. 

Ceci  étant,  supposons  que  la  relation  (i)  puisse  être  vérifiée 
par  deux  nombres  entiers  X  et  Y;  soit  D  =  2'^'x  5^'  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  nombres  X  et  Y,   on  peut  écrire 

-  j  —i-^y  =  2«-3«'x5*-3^' 

ou,  en  posant 
X  Y 

(2)  cc^ — j^3=2«x5P; 

ce  qui  montre  que,  si  la  relation  (i)  existe  entre  deux  nombres 
quelconques,  X  et  Y,  il  existe  une  relation  de  même  forme 
entre  deux  nombres  x  et  y  premiers  entre  eux.  Il  suffit  donc 
de  prouver  que 'la  relation  considérée  ne  peut  pas  avoir  lieu 
entre  deux  nombres  premiers  entre  eux. 

La  relation  (2)  peut  s'écrire  sous  les  deux  formes 

(3)  (x-^-hxy-^  y'-)ix  — y)  =  -i^X  j'fi, 

(4)  [{^  —  yy^-^'i^y]{^  —  y)  =  i^x  ')^. 

a  et  p  ne  peuvent  être  nuls  tous  les  deux,  car  alors  on  devrait 
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avoir 

^  —  7  =  I, 
(x  —  7  )^  H-  3  xy  =  I , 

ce  qui  entraîne  a?  =  i,  /  =  o,  cas  que  nous  avons  écarté. 

^  et  ^  étant  premiers  entre  eux  sont  tous  deux  impairs  ou 
l'un  pair  et  l'autre  impair;  dans  les  deux  cas  le  facteur 

x2  -r  xy  -\-  y^  =  [x  —  7 )'^  -H  3 xy 

est  nécessairement  impair;  s'il  n'a  d'autres  facteurs  premiers 
que  2  et  5,  c'est  une  puissance  de  5. 

Considérons  maintenant  le  facteur  x  —  y\  il  ne  peut  être 
divisible  par  5,  car  alors  5,  divisant  x  —  JK  et  {x  —  y)--+-  ^^y, 
diviserait  l'un  des  nombres  x  ou  y,  et  comme  il  divise  déjà 
X  —  y  il  diviserait  l'autre,  ce  qui  est  impossible. 

De  même,  x  —  y  ne  peut  être  divisible  par  2,  car  le  facteur 
x'^ -i- xy  ^  y^  étant  divisible  par  5,  x^ — y^  serait  divisible 
par  10,  et  il  en  serait  de  même  de  ar  —  y  qui  serait  alors  divi- 
sible par  5  et  nous  venons  devoir  que  c'est  impossible. 

On  ne  peut  donc  avoir  que  x  —  y  =  i . 

Dans  ce  cas  l'équation  (4)  peut  s'écrire 

(5)  i-f-  3jk(7 -+-!).=  5P; 

y  et  y  -+-  i  ne  doivent  être  ni  l'un  ni  l'autre  divisibles  par  ). 
On  devra  donc  avoir 

y  =  5n-hi         ou         y  =  5n-i-i         ou  enfin        y  =  5n->r'i, 

ce  qui  donnera,  pour  le  premier  membre  de  (5), 

y  =  5/n-i,         3/(7 -m)  H- I  ==  5/?  X  (i5/i -h  9)    -h;; 
y  =  Jn-\-  1,         3y(y  -h  i)  -hi  =  Sn  X  (ijn-h  i5)  -h  i^; 
y  =  jn  -h'i^         37(7  -h  i)  -i-  I  =  5/1  X  (i5/i  -h  -21  )  -1-37. 

On  voil  immédiatement  qu'aucun  des  seconds  nombres  n'est 
divisible  par  5  ei  par  suite  ne  peut  vérifier  la  relation  (5V 
La  relation  (i)  est  donc  bien  impossible. 

.Ni)t(;  de  M.  II.   Brocard,  signalant   l'analogie  des  questions  1008 

cl  \)0Z 
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1035. 

(1871,  p.  336;  1917,  p.  227.) 

Il  y  a  les  mêmes  relations  entre  les  tangentes  menées  d 'an 
point  de  V ellipsoïde  à  trois  sphères  doublement  tangentes 
à  V ellipsoïde  qu'entre  les  distances  dun  point  variable 
dans  le  plan  à  trois  points  de  ce  plan.         G.  Darboux. 

Solution 
Par  M.  R.  Bouvaist. 

Soient  trois  sphères 

S/=a72  +  jK^-l-  z'^—^oLiX  —  'l'^iy  —  2yiZ  -4-  Ô; 
=  ;r2-f-j/2+^2_  p^._  o  («=i,2,  3); 

cherciions  le  lieu  des  points  de  l'espace,  tels  que  les  puis- 
sances de  l'un  d'entre  eux,  par  rapport  à  ces  trois  sphères, 
soient  reliées  entre  elles  par  la  relation 

aHd■i—dl)(d^^  —  dj)  -h  b''{dl  —  dj)  (dl  —  dl) 
-hc2(c^|  —  d\){dl  —d'I)  —a^{b'^^c^—a'^)d\ 
—  62(c'--ha2  — è2)û?|  — c2(a2-+-62— c2)^|  +  a262c2=  o, 

qui  relie  les  distances  d'un  point  variable  à  trois  points  fixes 
du  plan.  Ce  sera  évidemment  la  quadrique  (E)  :  . 

a2  (  P2_  P,)  (P3  _   Pj)  -^bHP,-~P,){?y-P^) 

-+-c2(P,-P3)P2_P3)_a2(62+c2— a2)Si 

—  62(c2-+-a2_62)  S2_c2(a2  -1-62—  C2)S3  + «2^2  c2=:  q^ 

équation  qui  peut  s'écrire 

è2(P,  —  P2_c2)i 

—  (è2-Hc2— a2)(P,-  P2— c2)(Pi~  P3—  62) 

+  c2(Pi_-P3_62) 

—  Si[      «2(^2.+.  c'-—a^.) 

-h  è2(c2-h  a2—  62)  -+-  c2(a2  +  62—  c2)J  =  o. 

(E)  est  donc  bitangente  à  chacune  des  sphères  Si,  Sj,  S3  ; 
les  sections  de  (E)  par  chacune  de  ces  sphères  sont  du  reste 
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imaginaires,  ainsi  que  le  montre  l'équation  précédente  et  les 
trois  cordes  de  bicontact  sont  parallèles. 

La  proposition  à  démontrer  est  d'ailleurs  une  conséquence 
(le  la  suivante  : 

Soit  Si  une  sphère  hitangente  à  une  ellipsoïde  (E)6/i 
A  et  B,  les  plans  d'intersection  des  deux  surfaces  étant 
imaginaires,  par  un  point  quelconque  M  de  (E)  on  mène 
un  plan  parallèle  à  une  section  circulaire  réelle  de  (E), 
qui  coupe  AB  en  [jl,  ti  étant  la  puissance  de  M  par  rapport 


TT 


à  la  sphère  Si,  on  a  „  =  const. 

Mfxi 
Soit  en  effet 

X'       r^       ^-  a2_c2  h'^—c'^  ,  Q„ 


(a>b>c): 


nous  aurons 


2  (a- —  b-  )  c- 

M^    =ix-  a)2  H-  (  y-  p)^+  (:r  -  o.f  \^,_^./^  -»  > 

(62_c2)-— 2  .„«-  — 1'2  ON,^'—  ^' 


Or 


d'où 


M 


=  const. 


1^1 
Soient  maintenant  trois  sphères  Si,  Sa  et  S3  ;  nous  aurons 

TTi  71-)  Tt.-j 


or,  lorsque  M  varie  sur  (E),  le  triangle  |ji|  \xn  {13  reste  de  forme 

invariable,  y/^^i,  v^ttî,  v/tts  sont  donc  bien  reliés  par  la  relation 
qui  relie  les  distances  d'un  point  variable  «l'un  plan  à  trois 
points  fixes  de  ce  plan. 
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[19] 

SIR  LA  DISTaIBUTIO^^  DES  IVOIIBRES  PREMIERS  ABSOUS; 

Par  m.  E.  JABLONSKI, 

Professeur  honoraire  au  Lvcce  Saint-Louis. 


1.  J^a  suite  des  nombres  premiers  absolus 

rangés  par  ordre  de  grandeurs  croissantes,  étant  sup- 
posée connue  il  existe  un  nombre  premier  absolu  a,ij^\ 
bien  déterminé  qui  suit  immédiatement  «„ ,  on  peut  donc 
dire  qu'il  est  fonction  des  nombres  de  cette  suite.  On 
ne  connaît  pas  de  relation  algébrique  ou  transcendante 
entre  an^\  et  ai,  «2,  .  •  -,  a«  donnant  explicitement  ou 
jnême  implicitement  a^+i,  il  n'est  même  pas  certain 
qu'une  pareille  relation  existe  ;  mais,  en  arithmétique, 
la  loi  de  dépendance  peut  prendre  une  autre  forme, 
celle  d\me  règle  de  calculs  permettant  de  déduire  le 
nombre  inconnu  d'un  nombre  donné  ou  de  plusieurs 
nombres  donnés.  Telles  sont,  par  exemple,  celles  qui 
donnent  la  racine  carrée  à  une  unité  près  d'un  nombre 
connu,  ou  le  quotient  à  une  unité  près  de  deux  nombres 
connus.  C'est  une  pareille  règle  que  je  me  suis  pro- 
posé d'établir  pour  le  calcul  de  a^+i,  sans  tâtonne- 
ments, en  supposant  connus  a,,  ao,  ...,  dri'  L-^  vcvé- 
thode  repose  sur  le  théorème  suivant  : 

Le  plus  petit  nombre  entier^  autre  que  l'unité  y 

premier  avec  le  produit  N  =  a,  .«2 et  ni  de  tous 

Ann.  de  Mathémat.,  4"  série,  t.  XVIII.   (Oct.  1918.)  28 
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Les  nombres  preinie/s  absolus  jusqiià  an-,  est  Le 
nombre  premier  absolu  qui  suit  immédiatement  an- 
Xi  n'y  a  pas  de  nombre  entier,  autre  que  Punité. 
moindre  que  an  et  premier  avec  iV,  car  tout  nombre 
moindre  que  an  et  autre  que  l'unité  est,  ou  Fun  de> 
nombres  premiers  absolus  qui  précèdent  a,i^  ou  divi- 
sible par  l'un  au  moins  d'entre  eux  et,  par  conséquent. 
il  n'est  pas  premier  avec  N.  Mais  il  j  a  une  infinité  de 
nombres  entiers  supérieurs  à  an  et  premiers  avec  N  : 
ce  sont  tous  les  nombres  premiers  absolus  supérieurs 
à  an  dont  la  suite  est  illimitée,  ou  tous  les  nombres 
non  premiers  décomposablcs  en  facteurs  premiers 
supérieurs  à  an  et  dont  la  suite  est  aussi  illimitée.  11  y 
en  a  un,  «,^41,  inférieur  à  tous  les  autres  et  différenl 
de  l'unité;  je  dis  qu'il  est  le  nombre  premier  absolu 
qui  suit  immédiatement  an- 

En  effet,  d'abord  a^^,  est  premier  absolu,  car  sinon 
il  admettrait  un  diviseur  premier  absolu  b  moindre 
que  lui  mais  supérieur  à  rt^,  sans  quoi  a„_^y  ne  serait 
pas  premier  avec  N.  Ce  nombre  ^,  premier  absolu, 
serait  aussi  premier  avec  N  et,  par  suite,  a„^,  ne  serait 
pas  le  plus  petit  nombre  entier,  autre  que  l'unité,  pre- 
mier avec  N,  ce  qui  est  contraire  à  rbjpotlièse.  D'autre 
part,  pour  les  mèjnes  raisons,  il  n'y  a  pas  de  nombre 
premier  absolu  supérieur  à  a„  et  moindre  que  ^„^p 
donc  a„_^,  est  bien  le  nombre  premier  abst^ln  (jui  >iiif 
imnïédiatement  «„. 

2.   Le    nombre    a«_^,,    précédemment    défini,    est 
moindre  que^.  —  En  eflct,  il  y  a  au  moins  un  noiubit 
premier  avec  N  aulre  que  l'unilé  et  moindre  (jue  ÎN.  à 
savoir  N  —  1 .  11  y  a  exception  pour 

/j  =  I ,  (l'on  N  —  1  =  I, 
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ce  cas  est  sans  intérêt  et  nous  supposerons  par  la  suite 

/i^2,        d'où        N^6. 

Il  peut  arriver  qu'il  n'y  en  ait  pas  d'autre,  mais,  en 
général,  il  y  en  a  plusieurs  ;  la  méthode  développée 
plus  loin  permet  de  le  reconnaître  et,  dans  tous  les 
cas,  de  calculer  le  plus  petit  d'entre  eux  qui  est  le 
nombre  cherché  a^+i- 

3.  Soit  tanga=:  p,  p  étant  un  nombre  donné  à  vo- 
lonté; l'équation  algébrique  et  entière  de  degré  N  qui 

donne  les  N  valeurs  de  tangf  — )  est 

(i)       (i  [.  -  C.^  tang2  (^^)  -4-  G^  tang4(^^)  _. . .  j 

-  [n  tang  (^^)  -  CJy  lang3  (^^)  +.  . .  j  =  o, 

Gn  désignant,  suivant  l'usage,  le  nombre  des  combi- 
naisons simples  de  N  objets  distincts  de  q  à  q.  Si  l'on 
appelle  a'  le  plus  petit,  en  valeur  absolue,  des  arcs 
dont  la  tangente  est  p,  on  a 

a  =  Kti  -i-  a', 
et  les  N  solutions  de  (i)  sont  données  par  la  formule 

/Kti         a' 
lang^—  +  ^ 

où  l'entier  K  prend  successivement  toutes  les  va- 
leurs 0,I,2,...,]N  —  I. 

Si  l'on  fait  [^  =:=  o,  il  s'ensuit  a'=:  o  et  les  JN  racines 
de  (i)  sont  de  la  forme  tangf-^j»  L'équation  (i)  se 


N— 2 
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réduit  alors  à 

(2)    NtangQ^  -G^tang3(^^ 

+  G^tangs(^^  +...+  (_  ,)VGS-UangN-i^^)  =o; 

elle  est  seulement  de  degré  N  —  i,  parce  que  N  étant 
pair,  la  racine  de  (i)  correspondant  à  K  =  —  est  in- 
finie; elle  s'abaisse  encore  au  degré  N  —  i  par  la  sup- 
pression du  facteur  commun  tang(  ^  j  qui  répond  à  la 

racine  simple  nulle  donnée  par  K  =  o.  Les  autres 
racines  finies  et  non  nulles  sont  deux  à  deux  opposées, 
pour  j3  =  o,  car,  aux  valeurs  p  et  N  — p  de  l'indice  K, 
répondent  deux  racines  dont  les  arguments  ont  une 
somme  égale  àir,  quel  que  soit  p  (saufjo  =  o  et/?  =  N). 

Donc,  après  suppression  du  facteur  tang(—  j,  le  pre- 
mier membre  de  (2)  ne  contient  plus  que  des  puis- 
sances paires  de  tang  \^)  et  si  l'on  pose  x  =  tang^  /  \ 
on  est  conduit  à  l'équation 


is  — a  N  — 2 

2     r-N-i 


(3)        N  — G^^r  +  Ci-rî  — ...-h(— i)   '    G;^'^  '     =0 


ou  f{x)  =  o,  rationnelle  et  entière  en  x.  Les  racines 
de  cette  équation  (3)  sont  toutes  réelles,  positives,  dis- 
tinctes, de  la  forme  tang^(^)  où  p  prend  toutes  les 

valeurs  entières  1,  2,  3,  ..., '■'  Leurs  valeurs  sont 

rangées  dans  le  même  ordre  que  leurs  indices,  puisque 
tous  les  arguments  sont  moindres  que  ^• 

i.    Posons 

i^i  —  —  >  1>  j  =  —  »  ....  i^n    ~  —  » 

(f\  Cli  On 


I 
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tous  ces  nombres  sont  entiers,  le  premier  impair,  tous 
les  autres  pairs.  Si  l'on  fait  toujours  tang(a)^P, 
puis  P  =  o,  les  équations  qui  donnent  les  valeurs  de 

tang(jï-),      ta„g(^),      ••.,     ta„g(^) 

se  déduisent  de  (2)  par  les  changements  respectifs 
de  N  enlN,,  N2,  ...,  N„. 

Pour  Ni,  qui  est  impair,  si  l'on  pose 

^  =  ta„g«(^), 
après  suppression  du  facteur  tang(  ^jr^-j  >  on  a 


N,  — 1  N,— 1 

(4)  /,(^)^xN,-c4.^-4-Q^,x2+...-f-.(-i)  2  c;;;, 

Pour  ]N27  No,  . . .,  N„  qui  sont  pairs,  si  l'on  pose 
:r=tang^(^)outang»(^)...outang^(^), 

on  a  les  équations 

(5)       /2(^)  =  o,        f^(x)  =  o,         ...,        f,,{x)=o 

qui  se  déduisent  de  (3)  par  les  changements  respectifs 

de  N  en  N2,  N3,   N„.  Toutes  ces  équations  (3), 

(4),  (5)  sont  rationnelles  et  entières  en  x  et  ont  des 
coefficients  numériques  entiers  qu'on  sait  calculer 
quand  on  connaît  la  suite  «<,  aa,  • . .,  «„. 

5.  J'appelle  racine  première  de  (  3)  toute  racine 
où  l'indice  p  est  premier  avec  N.  11  est  aisé  de  voir  que 
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toute  racine  première  de  (3)  n'appartient  à  aucune  des 
équations  (4)  et  (5)  et  que  toute  racine  non  première 
de  (3)  appartient  à  l'une  au  moins  de  ces  équations. 
Donc,  par  de  simples  divisions  algébriques,  on  sait 
former  une  nouvelle  équation  alp:ébrique  et  entière 
en  x^  à  coefficients  numériques  entiers  admettant  pour 
racines  toutes  les  racines  premières  de  (3)  et  rien  que 
celles-là.  Soit 

(6)  cp(ar)  =  o, 

cette  équation. 

Elle  a  pour  plus  petite  racine    en  valeur   absolue 

tang^(^)    qui  répond  à  ^=  i    et  que  je  désignerai 


par  h  f  pour  /^^p.,  A^r  )  •  La  plus  grande  racine  répond 
à  une  valeur  de  K,  moindre  que  >  qui  est  entier 

pair  et  par  conséquent  non  premier  avec  X.  Trois  cas 
peuvent  se  présenter. 

Premier  cas.  —  Uèquatlon  (6)  est  du  premier 
degré  en  x.  —  Gela  veut  dire  que  la  seule  racine  pre- 
mière de  (3)  est  A,  ou  que  le  seul  nombre  preuiier 

avec   N    et   moindre    que   est    l'unité.    Mais,    à 

l'unique  racine  h  de  (()),  c'est-à-dire  à  l'unique  racine 
première  de  (2),  correspondent  deux  valeurs  de  K,  à 
savoir  i  et  N  —  i;  il  en  résulte  que  le  plus  petit 
nombre  premier  avec  N  et  autre  que  l'unité  est  N  —  i . 
c'est  le  nombre  a„_^,  cberché. 

Ce  cas  se  présente,  par  exemple,  pour  w  =  2  ou 
IN  :=  6;  le  nombre  premier  absolu  as,  qui  suit  immé- 
diatement «2  ou  3,  est  l)ien  iN  —  i  ou  .*). 

Deuxième   cas.    —    L'équation  (6)  est  du  second 
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degré  en  x.  —  Elle  admet  toujours  pour  plus  petite 
ivicine  le  nombre  li  qui  répond  à   p  =z  i  ]  l'autre    ra- 
cine  Xi    correspond   à   l'unique   indice  p^   autre  que 

Tunité,  premier  avec  N  et  moindre  que  — ; — ;  c'est  le 

nombre  cherche  a^+i-  On  sait  calculerai  et,  au  besoin, 

—  avec  telle  approximation  que  Fon  veut.  Or,  on  a 

donc 

N /— 

[-)  a„+f  =  —  arc  tang  v/ ^i> 

cet  arc  étant  le  plus  petit  positif  répondant  à  la  tan- 

i^ente  y/^,.  11  est  facile  à  calculer  avec  telle  approxi- 
mation que  l'on  veut,  quand   Xi   est  connu  avec  une 
approximation   suffisante.    (Je    n'insiste    pas    sur    ces 
questions  classiques.) 
Si  ^,  <^  I ,  on  a 

''/-t-i 


{t  entier  positif); 
Si  ^,  >  I ,  on  a 

(9)  arctangv^=^-  ^  ("  ^)'  'I/+i 

/  — .  +  00 


t=zO 


Ces  deux  séries  sont  convergentes. 
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Le  cas  de  Xi  =  i  est  impossible,  car  il  s'ensuivrait 

N  71  ]\ 

««+1  =  —  X  —  =  —  j 
71       4        4 

qui  est  fractionnaire.  On  peut  donc  calculer  a„^i  avec 
lelle  approximation  que  l'on  veut.  Il  suffît  de  le  cal- 
culer à  l'unité  près.  En  effet,  soient  E  la  partie  entière 
elf  la  fraction  complémentaire  positive  données  par  le 
calcul  ;  le  nombre  entier  cherché  a„^i  est  E  ou  E  -f-  i , 
mais,  sur  ces  deux  entiers  consécutifs,  l'un  est  pair  et, 
par  suite,  à  rejeter,  l'autre  est  la  valeur  de  o„_j.,. 

Troisième  cas  (cas  i;énéral).  —  L'équation  (6)  est 
d'un  degré  i -{-  i  supérieur  ou  égal  à  S.  —  H  J  ^^ 
alois  plus  d'un  indice  /?,  autre  que  l'unité,  premier 

avec  N  et  moindre  que ;  soit/),  le  plus  petit  qui 

«est  le  nombre  cherché  a„_,_i.  Il  correspond  à  la  racine  ^i 

de    (6)  qui  suit  immédiatement  la  racine    tang^  1-^,1 

ou  A^  qui  est  connu  et  qu'on  peut  calculer  directement 
avec  telle  approximation  que  l'on  veut. 

Cela  posé^  les  racines  de  (6)  étant,  dans  l'ordre  de 
grandeurs  croissantes  /i,  Xi^  x^^  . ...  j?/,  toutes  réelles, 

positives,  distinctes  et  inférieures  à  tanii-( ^j 

ou  j)  proposons-nous  de  calculera',  ou  —  et,  au  l)esoin, 

tous  les  deux,  avec  telle  approximation  que  l'on  voudra. 
Soit  ^' (x)  la  dérivée  première  de  o(x)  par  rapport 
à  X  ;  on  a 


<p(:r)         X  —  /i        X  —  .Ti         X —  r.  T —  j 

Il  est  permis,  dans  cette  identité,  de  supposer 

mod:r  <  h\ 
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alors  le  second  membre  est  développable  en  série  con- 
vergente procédant  suivant  les  puissances  croissantes 
de  x^  à  exposants  entiers  et  positifs,  dont  le  terme 
général  est 

r     I  I  1  il 

—  Xin  I _)_ 1_ 1_         _i I  , 

[/^/n-f-l   ^  ^m+l    ^  ^m+1   "^  '  '  •  "^  ^m+i  J 

D  autre  part,  si  l'on  effectue  la  division  indiquée 
dans  le  premier  membre  en  l'ordonnant  par  rapport 
aux  puissances  croissantes  de  a?,  on  a 

m=:-+-  00 
m  -<S 

A,„  est  une  fraction  numérique  rationnelle  donnée  par 
le  calcul  de  la  division.  Il  s'ensuit 

I  I  T  Y 

A       — 


<l'oii  l'on  tire  aisément 

V  /  A  7.  JH-4-1         .         , 


//l 


A„,/i'"+iH- I  /:ri\'«+i  /a7i\'«-^i 


\  ''^/ 


Chacune   des  fractions  —  >   •••,  —  étant  moindre  que 

X%  Xi  ^ 

l'unité,  il  en  résulte  qôe,  lorsque  m  croît  indéfiniment 
par  valeurs  positives,  on  a 


A,„_,/l'«H-I 

h  lim  T — ; =  x^. 


Si  l'on  pose 


(ir--(i'  -' 
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comme  toutes  les  fractions  sont  positives,  on  a 

donc,  quel  que  soit  m  >>  o, 

"  t — ; ; >  ^i- 

Il  s'agit  de  déduire  de(io)  le  calcul  de  :r,,  ou  de  — » 

OU  de  tous  les  deux,  avec  telle  approximation  que  l'on 
voudra;  l'examen  attentif  de  la  question  montre  que, 
pour  le  succès  de  cette  recherche,  il  convient  de  com- 
mencer par  —  De  (lo)  on  tire 

h    X,n-i  h'^-+-  l    ~   Xi     1  -^  £,„ 


d'où 


(10   ) -7- ; = >    O. 

Il  est  nécessaire,  tout  d'abord,  de  savoir  assigner 
l'entier  m',  le  plus  petit  de  préférence,  tel  que  sous  la 
seule  condition  ni^in'^  le  premier  membre  de  (10') 
reste  moindre  qu'un  nombre  donné  positif  e,  aussi 
petit  que  l'on  voudra. 

Soit  A  ce  premier  membre,  on  a  visiblement 

A  < <  -  ; 

Xi     I  -f-  l,n  h     I  -+-  £„, 

donc,  pour  que  A  <<  s,  il  suffit  que 
(1  Où 

h  £ 
£/;»<  T— OU   e  , 

lu^mbrc  positif  si  z  <C  ^i.  ce  qu'on  peut  supposer. 
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Mais  les  indices  p2y  p:ii  •  •  -^  pi  tous  premiers  avec  JN 
(les  racines  X21  a?3,  ...,  Xi  de  l'équation  (6)  sont  tous 
supérieurs  à  jOi  -+-  i  qui  est  pair  et,  par  conséquent,  non 
premier  avec  N;   il  en  résulte  que  toutes  ces  racines 

sont  supérieures  à  tang^   ^^^  ■ — —    et,  par  conséquent, 
que 


em<  (i  —  i)< 


d'autre  part, 

tang(^)  ta„g(^)[,-ta„g(^)ta„g(^)] 


.   N 
< 


.  P\  "^ 


< 


r(N  — 2)  Tri 


N  —  2     71 


ou  enfin 
on  a  donc 


^)+tang^ 


<       ' 


i-+-  h' 


Em  <  (t  —  l) 


par  suite,  pour  que  ^  <,e^  il  suffit  que 


(14-  A)2'«^  ^—Aj 


d'où  il  est  facile  de  déduire  m 


Gela  posé,  si  l'on  veut  avoir  —  à  9  près  (6  >  B  >  o). 


(  372  ) 

il  sufiira  de  faire  s  =  ->  puis,  ayant  déterminé  m',  on 
calculera  h  avec  une  approximation  suffisante  pour 
que,  h'  étant  sa  valeur  approchée,  la  différence 

I    A,„'/i'«'-+-i-4- I         I    A„i /i'"»'+i-+- 1 
Â  A„t'_iA'«'-i-  I  ~  h'  A,n'-ih'"i'  -h  I 

soit,  en  valeur  absolue,  moindre  que  ->  ce  qu'on  sait 

faire.  Le  second  terme  de  -cette  différence  sera  alors, 
quels  que  soient  les  sens  des  erreurs  commises,  la  va- 
leur approchée  de  —  à  9  près. 

Le  calcul  de  jo,  ou  a^^i  s'achève  comme  dans  le 
deuxième  cas.  Soit  /  la  valeur  approchée  de  —  j)récé- 
demment  calculée. 

Si  /  <<  I ,  on  emploiera  la  formule  (9)  en  y  rempla- 
çant —  par  /,  et  il  sera  inutile  de  calculer  x,. 

Si  />!,  il  faudra  employer  la  formule  (8)  en  y 
remplaçant  ^,  par  y 

Dans  ces  deux  cas,  il  est  clair  qu'on  peut  supposera 
assez  petit  pour  que  a„^_l,  donné  par  la  formule  (7), 
soit  connu  à  l'unité  près,  ce  qui  suffit  pour  le  déter- 
miner complètement. 

Le  cas  de  /  =  i  est  à  rejeter,  car  puisqu'on  ne  peut 
pas  avoir  rigoureusement  Xi  =  i  [voir  deuxième  cas), 
on  pourra  toujours  prendre  9  assez  petit  |)our  qu'on 
ait  /^  I . 

En  résumé,  dans  tous  les  cas  possible^,  on  peut,  par 
des  opérations  régulières^  algébriques  ou  numérique> 
en  partant  des  nombres  donnés  rti,  aj,  ...,  </„,  cal- 
culer a„^,  directement  tout  aussi  bien  que  si  nous 
connaissions  une  équation  entre  cette  inconnue  et  ces 
données.  C'est  ce  que  nous  nous  proposions  d'établir. 
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[L^16][LH4] 

PROPitlÉTÉ  DES  C0\IQIES  ET  DES  QUADRIQUËS 
A  CE\THES; 

Par  m.  Mathieu  WEILL. 


I.  Cherchons  l'enveloppe  d'une  droite,  définie  par 
la  condition  que  la  somme  des  carrés  des  distances 
de  n  points  donnés  du  plan,  à  cette  droite,  soit  égale 
à  une  constante  K^. 

Prenons  comme  axes  des  coordonnées  les  axes  prin- 
cipaux d'inertie  du  système  des  n  points;  nous  aurons 

Si  la  droite  mobile  a  pour  équation 

X  cosa  -\- y  cos[i  —  jp  =  o, 


on  aura 


en  posant 


cos^ a  -h  cos'^  ^  —  I  =  o, 
A  cos2  a  +  B  cos2  ^  ^  np'^—Y^^  —  o, 


Prenons  le  déterminant  fonctionnel,  et  égalons-le  à 
zéro;  nous  aurons  la  relation 


X  y  —i 

cosa         cos^         () 
A  cosa     B  cos^      np 


=  o. 


Joignons  à  cette  relation 


X  cosa  -+- y  cos^  — p  =  o 
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et  éliminons  x]  il  vient 

y  =  COS  ti  

-^  ^       np 

on 

y         _  COS  p» 
K2— B    ^     /? 


n 
(le  inéme  on  trouve 


X  COS  a 


K2— A 


/i 


d'où  l'équation  de  l'enveloppe 

37-2  JK 


K2_A  K2— B 


/i  ;i 


(^uant  au  point  de  contact  de  la  droite  avec  son  enve- 
loppe, on  l'obtient  en  projetant  sur  la  droite  le  centre 
des  distances  proportionnelles  des  points  donnés, 
alFectés  de  coeflicienls  égaux  à  leurs  distances  res- 
pectives à  la  droite  {voir  ma  Note  sur  une  propriété 
de  certaines  courbes  et  surfaces  enveloppes). 

Etudions  le  cas  où  la  courbe  est  une  ellipse  :  le  cas 
de  rhyperbole  donnerait  des  résultats  analogues. 

Supposons,   d'abord,   n  =  2,   et    donnons-nous    une 

ellipse 

.T-         y- 

—  -+-  ^  —1=0. 

()n  trouve  facilement,  en  identilianl  cette  équation 
avec  celle  de  l'enveloppe,  qui  est,  ici. 

.r2  v2 

-^  =1, 


lv2— A  K'-—  B 


ipi'il  existé,  sur  le  pet  il  uxe,  deux  points  fixes  P  «i  W 


(  ?'7«  ) 

dont  la  distance  au  centre  est  \J a- —  h'^^  et  répondant 
au  problème;  d'où  résulte  le  théorème  suivant  : 

Théoiu:mk.  —  //  existe^  sur  le  petit  axe  d\ine 
ellipse,  et  à  une  distance  du  centre  égale  à  Q,  deux 
points  P  e^  Q,  tels  que  la  somme  des  carrés  de  leurs 

Pie.   I. 


distances  à  uiie  tangente  quelconque  à  l  ellipse  est 
constante  et  égale  à  2a'-. 

Supposons  7i  =  3  ;  nous  aurons 


x'- 


K2 


K2— B 


=  I 


Eliminant   x^^  J25  -^3?  J35    il    vient    pour   lieu    du 
point  Xsy\  et,  par  suite,  des  deux  autres  points,  l'ellipse 


(a; 


X- 


y 


2A 
"T 
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avec 

B  =  K2— 362. 

Les  trois  points  forment  un  triangle  semi-régulier 
inscrit  dans  l'ellipse  (2);  d'où  résulte  le  théorème 
suivant  : 

TiiKORKME. —  Etcuit  dojiJiées  une  ellipse 


x^ 


^2 


—  1  =  0 


et  une  constante  K^,  il  existe  trois  points  fixes  P. 
O,  R,  tels  que  la  somme  des  carrés  des  distances 
de  ces  trois  points  à  une  tangente  quelconque  à 
l'ellipse  est  égale  à  K^.  Ces  trois  points  sont  les 
sommets  d'un  triangle  semi-régulier  inscrit  dans 
l  ellipse 

y' 


X (  K-^  —  3 a2)    "^    -2 (  K2  —  3 b'^) 


=  I. 


On  peut  remplacer  P,  Q,  R,  par  trois  autres  points 
fixes  P',  Q',  R',  quelconques,  formant  un  triangle 
semi-régulier  inscrit  dans  cette  même  ellipse. 

Il  est  inutile  de  supposer  n  supérieur  à  v^,  car  km\ 


Fig.  2. 


P  - 


0 


p'  - 


saii   ((ifon   peut    remplacer  la  somme  des    carres  des 
distances  de  n  points  lixes  à  une  droite  quelconque, 
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par  la  somme  des  carrés  des  distances  de  trois  points 
lixes  à  cette  droite,  ces  trois  points  étant  les  sommets 
d'un  triangle  semi-régulier  inscrit  dans  une  ellipse 
ayant  pour  axes  les  axes  principaux  d'inertie  du  sys- 
tème des  ji  points;  ces  trois  points  peuvent,  d'ailleurs, 
être  remplacés  par  trois  autres,  ayant  les  mêmes  pro- 
priétés. 

Nous  envisagerons,  cependant,  le  cas  de  n  =  ^^  en 
considérant  quatre  points  P,  Q,  P',  Q',  situés  sur  les 
axes  de  l'ellipse  donnée,  et  symétriques  deux  à  deux 
par  rapport  au  centre. 

En  posant 


on  trouve 


K2 

•2 


Donc,  si  K-  est  donné,  les  points  sont  déterminés; 
on  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Sur  les  axes  d^une  ellipse  donnée, 
il  existe  quatre  points  fixes^  symétriques  par  rap- 
port au  centre  et  tels  que  la  somme  des  carrés  de 
leurs  distances  à  une  tangente  quelconque  à  V ellipse 
est  égale  à  une  constante  donnée. 

Il  faut  qu'on  ait  lv->>4<^",  pour  que  les  points 
soient  réels. 

En  particulier,  si  l'on  a  K- 1=  4^^"^  les  quatre  points 
se  réduisent  à  trois,  dont  le  centre,  qui  compte  pour 
deux,  d'où  un  énoncé  intéressant. 

Il  est  facile  de  généraliser  les  résultats  précédents. 
Cherchons  l'enveloppe  d'une  droite  telle  que  la  somme 
des  carrés  des  distances  de  n  points  fixes  à  cette 
droite,  multipliés  respectivement  par  des  constantes 
a,,  a.j,  . . .,  CLn^i  soit  égale  à  une  constante  K*. 
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(  3;»  ) 
En  prenant  pour  axes  de  coordonnées  les  axes  prin- 
cipaux d'inertie  du  système  des  n  points,  aftectés  des 
coefticients  a, ,  aa,  . . .,  on  aura 

aijKi-f        a2y2  +  .  ..-+-«„  r«  =  0, 
'J-\^ïy\  -t-  "^l^iXi-^ =  O. 

En  posant 

A  =  Sa,a7f, 

G  =  Xai, 
on  Lrouvn  pour  équation  de  l'enveloppe 


K2— A  K^— B 

G  G 

Réciproquement,  une  conique  à  centre  étant  donnée, 
on  peut  envisager  des  points  fixes  attachés  à  cette 
ellipse  et  répondant  au  problème  posé;  d'où  un  grand 
nombre  de  propriétés  nouvelles  des  coniques  à  centre. 
On  a,  par  exemple,  le  résultat  suivant  :  prenant,  sur 
l'axe  focal  de  l'ellipse,  deux  points  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  aux  foyers,  et  K-  étant  une  cons- 
tante quelconque^  on  -pourra  toujours  trouver  deux 
valeurs  ai,  ao,  telles  qu'on  ait 

0,  et  82  étant  les  distances  de^  deuv  points  ti\os  à  une 
tangente  quelconque  à  l'ellipse.  Les  valeurs  a,  et  0L.2 
ne  sont  pas,  nécessairement,  positives  toutes  les  deux. 

II.  Cherchons  l'enveloppe  d'un  plan  tel  que  la 
sfmime  des  carrés  des  distances  de  n  points  donnés 
il  ce  plan  soit  ('gale  à  une  quantité  donnée  K-. 
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En  prenant  pour  axes  de  coordonnées  les  axes  prin- 
cipaux d'inertie  du  système  des  7i  points,  nous  aurons 

Posons 

le  plan  mobile  ayant  pour  équation 

37  cosa -hjK  cos^  H- 3  cosy — p=o; 

on  aura 

cos2  a  -\-  cos2  p  H-  C092  Y  =  I , 

A  cos2aH-B  cos2p-H  Gcos^y  -^  np'^  =  K^. 
Nous  en  déduirons 


X  y  z  ■ 

Acosa     Bcos^     C  cos^ 

cosa         cos p         cosY 

37  y  —I 

A  cosa     B  cos  [i      np 

cosa         cos^         G 


=  o, 


=  o. 


Si  l'on  multiplie  les  colonnes  du  premier  détermi- 
nant par  cosa,  cosji,  cosy,  et  si  l'on  ajoute  ensuite  les- 
colonnes,  on  déduit 


00  y  p 

Acosa     Bcosp     K^ — np'^ 
cosa         cosp  I 


<l  ou 


X  = 


y 


K2  —  A  cos 


a 


Il  p 

K2  —  B  cos  3 


îi  p 

K2— C 


cos  Y 


n 
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L'équation  de  l'enveloppe  est  donc 


K2_A  K2— B  K^— G 


I  =  o: 


)i  n 


cest  une  quadrique  à  centre. 

Récipro'quement,  considérons  un  ellipsoïde  rapporté 
à  ses  axes  et  un  plan  tangent 


X  cosa  -^  y  cos  2»  -4-  -s  cosjk  =  V^«'  cos^a  —  h-  cos^  i  -:-  c-  cos^  •;. 

Exprimons  que  la  somme  des  carrés  des  distances  de 
deux  points  fixes  à  un  plan  tangent  quelconque  est 
constante,  nous  aurons 

x'  -h  :r"  :=  o,         x' y'  -r-  ol'" y"  =  o, 
y' -\- y"  ^  o^  x' z' -i- x" z"  =  ty, 

z' -t-  z"  =  o,         y' z' -\- y" z'' =z  i). 

On  en  déduit  que  deux  des  quaiilih'^  /  .  r'.  z'  sont 
nulles;  soit,  par  exemple, 

x' =  o,      y=<>; 
d'où 

a'^=  bl^  :;'2-h  C2:=    —  . 
•1 

Donc,  rellipsoïde  est  de  révolution  autour  du  plus 
petit  de  ses  axes,  et  sur  Taxe  de  révolution  il  exisie 
<leux  points  P,  Q,  symétriques  par  rap|)ort  au  centre 
<le  rellij)soïde,  et  tels  que  la  somme  tics  carrés  des 
<lislances  de  ces  deux  points  à  un  plan  langent  quel- 
conque est  égale  à  '.ni^. 

Un  ellipsoïde  étant  donné,  cherclions  trois  point*» 
lixcs  tels  que  la  somme  des  carrés  de  leurs  dislances 
à  un  plan  langent  quelconque  à  l'ellipsoïde  soit  égale 
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à  une  coustivute  K-:  on  trouve,  t'acilemenl,  les  condi- 
I  ions 

x'-—x"-^x"'  =  o,      :ùx'y=o, 

z  -h  z  -h  z'"  =  o,         ^./'^'  =  o» 
<'t,  en  posiinl 

S:r'2=-.  A,         sy-'=B,         S3'2=C, 

on  trome 

A   f-  3  «2  =  B  -+-  3  62  =  G  4-  3 c2  =  K2.  • 

D'aiiUo  y>M\,  le  délerminant 


y  y  y 


est,  évideinnienl.  nul;  donc  son  carré  est  nul;  or,  ce 

carré  n'est  autre  que  A,  B,  G. 

On  a  donc 

A,     B,     G  =  o. 

Par  suite,  les  trois  points,  s'ils  existent,  sont  dans  l'un 
des  plans  principaux  de  l'ellipsoïde. 

Soit,  par  exemple,  A  =  o,  d'où  jc' =  x"  =  x'"  =  o. 
On  a  alors 

y+  y^   /"=o, 

rr'  „i  ^"  _L_  -'"  r» 

r'z'-^y'z"^y"z"'=o, 


-'2 


'2=  G. 


L'élimination  de  }'",  y"' ^  ^",  z'"  donne  pour  le  lieu; 
du  point  x' y  et,  par  symétrie,  des  deux  autres  points^ 
la  conique 


IL 

3 


Tg" 

3 


=  I, 
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et  Ton  a 

K  =  K2— 3  62=  3  «2— 3^2^ 

C   =  K2—  3c2   =  3rt2_-3c2, 

K2=  3a2. 

On  peut  donc  dire  qu'il  existe,  dans  le  plan  des  yz. 
irois  points  fixes  P,  Q,  R  tels  que  la  sommeJ-des  carrés 
de  leurs  distances  à  un  plan  tangent  quelconque  est 
constante.  On  peut  remplacer  le  système  de  ces  trois 
j)oints  par  une  infinité  d'autres  systèmes;  chacun  d'eux 
est  constitué  par  les  sommets  d'un  triangle"  semi- 
régulier  inscrit  dans  la  conique 

^  =1. 


2(a2_62)  '2(rt2_c2) 

Résultats  analogues  pour  les  deux  autres  plans  prin- 
cipaux de  l'ellipsoïde. 

Des  considérations  du  même  genre  conduisent  encore 
au  résultat  suivant  :  Sur  les  axes  d^uii  ellipsoïde  on 
j)eut  trouver  six  points^  deux  à  deux  symétriques 
par  rapport  au  centre^  et  tels  que  la  sojiune  des 
carrés  de  leurs  distances  à  un  plan  tangent  quel- 
conque est  constante. 

Appelons  «r/^,  c/'-,  d"-^  les  carrés  des  distances  de 
ces  points  au  centre,  et  K-^  la  constante,  on  trouve 

K* 

r/2  4-2a2=  d'^^lb^-=  t^"»-^2C2=  ~. 

•2 

Donc,  pour  une  valeur  donnée  K-,  le  problème  a 
une  solution;  si  K-  n'est  pas  donné,  le  jU'oblème  a  une 
simple  infinité  de  solutions.  On  peut  évidemment 
clicrclier,  de  même  que  nous  l'avons  fait  en  Géométrie 
plane,  des  points  fixes  tels  que  les  distances  de  ces 
points  à  un  plan  tangent  quelconque  soient  liées  par 
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la  relation 

OLoùl  -4-  aoO^  -4-.  .  .-r-  y.n'^fi=^  1^    > 

a(,  a.j,  . . .,  a,,,  K.-  étant  des  constantes. 


[F8/p] 

m\  LES  CEKCLES  DE  PAPPIS  :  FOK.^IILE  DE  PAPPUS, 
FODIIILE  DE  SCHUBERT  GÉNÉRALISÉE  ; 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


1.  Préliminaires.  —  Éta^t  donnés  deux  cercles 
quelconques  (O)  et  (O'),  dont  nous  supposerons,  par 
exemple,  que  l'un  est  intérieur  à  l'autre,  si  l'on  consi- 
dère une  suite  de  cercles  (w)  tangents  à  chacun  des 
cercles  donnés  et  tels  que  deux  cercles  consécutifs 
sont  tangents  entre  eux,  il  existe  entre  deux  cercles 
consécutifs  de  cette  série  une  relation  doublement 
quadratique.  Si  p  est  le  rayon  de  l'un  de  ces  cercles, 
y  l'ordonnée  du  centre  relative  à  la  droite  00',  la 
relation  entre  p  et  y  est  de  la  forme 

comme  on  le  voit,  en  observant  que  le  lieu  du  point  w 
est  une  conique  de  foyers  O  et  O';  on  détermine  les 
constantes  en  faisant  y=Oj  puis  p  ^  o.  Si  l'on  pose 


P^  9='-(r-r'ztd)         (/•>/•'), 


on  trouve 
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on  peut  écrire,  en  introduisant  —  et  -, 

?        ? 

Le  système  des  cercles  (oj)  peut  se  fermer  avec 
p  cercles,  sous  une  condition  entre  d^  R,  R'. 

1.  Cercles  de  P  appas.  —  Lorsque  les  deux  cer- 
cles (O)  et  (O')  sont  quelconques.,  les  quantités  p,i 
et  y,i  relatives  au  cercle  {^,i)  ne  s'expriment  pas 
e>n  fonction  algébrique  de  n\  mais  cela  se  produit 
lorsque  les  deux  cercles  (O)  et  (O')  sont  tangents  : 
on  a  alors  les  cercles  de  Pappus^  qui  offrent  ainsi 
un  cas  de  dégénérescence  des  formules. 

Théorème.  —  Considérons  {fig.  i)  deux  cercles  (O) 
et  (O'),  tangents  intérieurement  au  point  G,  et  une 

Fig.  I. 


suite  de  cercles  ...,  (w.o),  (w-O'  {^o)i  (^•^0'  (^aV  •••^ 
dont  chacun  touche  les  deux  cercles  (O)  et  (O'), 
dont  chacun  est^  en  outre^  tangent  au  précédent  ;  le 


sens  des  indices  croissants  étant  celui  de  la  figure^      ^ 
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Le  rayon  o,i  du  cercle  d^ indice  n^  et  l^ ordonnée  y,i 
de  son  centre  par  rapport  à  la  droite  GB,  comptée 
positivement  au-dessus  de  GB,  sont  donnés  par  les 
formules 


'^P«         2po 


(2) 


i  I  d      (  y^  \ 

0/1  po  yr       Vpo  / 


cette  dernière  formule  est  de  la  forme 


—  =  A  +  B/i  +  G/12. 

9'i 


3.  La  formule  (i).  —  Eq  iaversant  la  fig^ure  par 

rapport  au  pôle  G,  on  transforme  les  cercles  (O)  et(O') 

en  deux  droites,  qui  sont  par   exemple  les  tangentes 

en  B  et  en  A  aux  cercles  donnés  ;  on  a  alors,  les  cercles 

transformés  (w')  étant  égaux,  et  les  indices  croissant 

comme  il  a  été  dit, 

y'n-  yn-x  =  '^-9 
ou 

Xn  Xn-x 

'2p'  2p' 

y 

ne    ic    lapijui  t 

aussi 


=  r 


comme  le  rapport  —  se  conserve  par  homothétie,  on  a 


(a)  ZiL_i2i^  =  ,; 

on  en  déduit  la  formule  (i).  Pappus  [Collections  ma- 
thématiques^ Livre  IV,  th.  XV)  donne  la  relation  (a) 
sous  la  forme 

yn  _  r«-i  +  ^p»-i . 

2p/t  2pn-l 

il  n'écrit  pas  la  formule  générale  (i).  Mais  il  en  donne 
deux  cas  particuliers  :  d'une  part,  le  cas  où  le  cercle  (wo) 
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est  décrit  sur  AB  comme  diamètre,  et  Ton  a  alors 

(i')  .rn=  2p,jX  n; 

d'autre  part,  le  cas  où  le  cercle  (wq)  est  tangent  à  la 
droite  AB,  et  l'on  a  alors 

(l")  yn=  '2p«X   ('i-+-  -)  • 

La  relation  (a)  peut  être  regardée  comme  résultant 
de  la  décomposition  d'une  relation  doublement  qua- 
dratique 

/y  y\7 


lf?-^'='' 


4.  La  formule  (2).  —  Le  lieu  des  points  w,  avec 

w  O -f- 10  O' =  ;• -h  r', 

est   une  ellipse  de   loyers  O  et  O',  passant  en  C,  et 
l'on  a 

Si  on  la  rapporte  à  ses  axes,  et  si  l'on  observe  que 
p  s'exprime  linéairement  en  fonction  du  rayon  \ec- 
leur  O'w,  par  suite  en  fonction  de  l'abscisse  x  du 
centre  to,  que,  d'ailleurs,  y  est  nul  pour  0  :=  o  ou 
G  =  d^  on  peut  écrire  sans  calcul 


r» 

= 

d^ 

-Pid 

-P) 

4P^ 

= 

rr' 
~d 

a- 

d)' 

r  \rr'  _  ^.  £^1 


ou,  avec  l'indice  n, 

pn        d        rr  \ipn/ 


(  -^8?  ) 
en  retranchant  de  cette  formule  la  formule  analogue 
pour  l'indice  o,  et  en  tenant  compte  de  la  formule  (i), 
on  obtient  la  formule  (2).  Les  constantes  yQ  et  pe  des 
formules  (i)  et  (2)  sont  liées  par  la  relation  (p);  on 

peut  se  donner  ^-^  et  calculer  po- 

Dans  les  lYci^a  Acta  de  l'Académie  de  Saint-Péters- 
bourg, t.  X,  1793,  p.  74,  nn  géomètre,  nommé  F. -T. 
Schubert,  en  vue  de  démontrer  les  formules  (j')et(i") 
de  Pappus,  a  obtenu,  de  proche  en  proche^  le  résultat 
auquel  conduit  la  formule  (j3)  dans  les  deux  cas  par- 
ticuliers auxquels  correspondent  ces  formules  (i') 
et(i")  : 

(2')  '-=l-^±n^ 

{1")  — ==-H 1,1 -h-)   ; 

pn        d        rr   \  2/    ' 

il  donne  seulement  ces  formules  résolues  par  rapport 
à  p«  au  lieu  de  — 

Pu 

5.  Cas  où,  les  cercles  (O)  et  (O')  sont  tangents 
extérieurement.  —  Il  faut  alors^  au  second  membre 

de  la  formule  (p),  remplacer^  par  — --^>  ce  qui  ne  mo- 
difie d'ailleurs  pas  la  formule  (2)  : 

I  \     ^      d    /  ynV      ■ 


Pn  d         rr    \7.pn 

Parmi  les  cercles  (w),  il  en  existe  ici  un  et  un  seul 
qui  enveloppe  les  cercles  (O)  et  (O');  le  rayon  de  ce 
cercle  doit  être  considéré  comme  négatif  dans  les  for- 
mules. Si,  comme  dans  la  figure  2,  ce  cercle  est  le 
cercle  (wo),  il  faut  faire  po<C  o;  c'est  ainsi  que,  pour 
yo^  ^^  la  formule  [p]  donne  Oo=  —  d. 
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6.  Formule  pour  un  cas  particulier.  —  Les  deux 
cercles    (O)    et   (O')    étant    tangents    extérieurement 
{fig-  2),  si  ron  prend  comme  cercle  (wq)  l(^  coniqup 
formée  dune  tangente  commune  extérieure  et  d> 
la  droite  à  V infini,  po  et  j'o  sont  infinis,  avec 


2po 


d 


la  tangente  commune  extérieure  étant  celle  dont   le- 


Kig.  2, 


points  de  contact  avec  les  cercles  (O)  et  O')  sont 
dessus  de  00';  on  a  ainsi 


au- 


yn    ^  \/rr' 

À  On  d 


n, 


fn 


±  _    d_ 

p«  ""  rr' 


v/77 


pour  n  =  \  el  n  =  —  1 ,  on  a  bien 


/?!  /^  / 


/?-l 


v/7      s/y 


La  distance  z  du  centre  tù  à  la  tangente  commune 
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est  donnée  par  la  formule 

(3)  ±L=-2n2_i         ou  i^Jt^  =  n2. 

qu'on  peut  établir  sous  la  seconde  forme  en  Inversant 
la  figure  par  rapport  au  point  de  contact  de  la  tangente 
commune  avec  Fun  des  cercles  (O),  (O');  quand  on 
change  n  en  —  /i,  la  valeur  du  rapport  ne  change  pas. 
Pour  7i  =  2,  le  cercle  too  est  tangent  à  trois  cercles  (O), 
(O'),  (w,),  tangents  entre  eux  deux  à  deux  et  qui  ont 
une  tangente  commune  extérieure;  on  a  alors 

z 

'?  "  "• 

7.  La  figure  3.  —  Le  cercle  (tO|  )  de  la  ligure  3  est 
tangent  à  trois  cercles  (O),  (O'),  (O"),  tangents  deux 
à  deux,  et  qui  ont  leurs  centres  en  ligne  droite.  On  a 
alors,  en  considérant  par  exemple  cette  figure  comme 

Fis:.  3. 


un  cas  particulier  de  la  figure  a,  et  en  appliquant  la 
Formule  [P], 

y\  =  '-2PH 

_i_  _        I  ;-      _  /-s^  /■'2+  r"-^ 

pi  r        r  r'  irr' r" 
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.l'ai  donné,  clans  la  Revue  de  V Enseignement  des 
Sciences^  ii'"  année,  p.  68,  une  démonstration  par  le 
calcul  de  la  formule  j',  =  2p,. 

Chacun  des  trois  triangles  curvilignes  situés  au- 
dessus  de  CB  donne  lieu  à  une  série  de  cercles  (w); 
pour  trois  de  ces  cercles  qui  ont  même  indice,  l'axe 
de  similitude  directe  est  la  droite  GB. 


[L*5b] 

SUR  LA  COXDITIO^  POUR  QIE  LES  TA\GE\TES  Al\  PIEDS 
DES  \ORiMALES  ISSUES  D'Ui\  POINT  A  l'VE  ELLIPSE 
TOIJCIIEXT  UN  CERCLE  ; 

Par  m.  F.  BALITRAND. 


Étant  donnée  l'ellipse  qui  a  pour  équation  langen- 
tielle 

ainsi  qu'un  point  P(a,  P)  de  son  plan,  on  peut  se  pro- 
poser de  chercher  à  quelle  condition  les  tangentes  aux 
pieds  des  normales  à  l'ellipse  issues  de  P  enveloppentj 
un  rerclc. 

On  sait  que  ces  tangentes  touchent   nwii   parabole, 
dite  «  parabole  de  Ghasles  »,  ayant  pour  équation  tan- 

gentielle 

c-  uv  —  3  u  -h  a i'  =  o. 

L'ellipse  et  la  parabole  déterminent  un  faisceau  lan- 
gent iel  représenté  par 

X  (  ^l-'  U'  -+-  lA  r»  —  !)-+-(?'«('  —  2.  M  -\-  XV  =0. 


(  ■'•()'  ) 

Pour  qu'il  renferme  le  cercle 

R2  (  iiï  _|_  p2^  _  (  if^xQ  -4-  VyQ  4-  I  )2  =  O, 

de  centre  (.ro,  y^)  et  de  rayon  R,  il   faut  et  il  suffit 
qu'on  ait 

Xrt2  Xè2  X  c'-  3 


_     i-»    _ 


d'où,  en  éliminant  X, 

On  déduit  de  là  les  deux  équations 

La  première  représente  l'hyperbole  équilatère  qui  a 
pour  sommets  réels  les  foyers  imaginaires  de  l'ellipse 
donnée  et  la  seconde  la  kreuzcurve  hyperbolique  cor- 
respondante; et  l'on  peut  observer  que  ces  deux 
courbes  ne  changent  pas  quand  on  remplace  l'ellipse 
donnée  par  une  ellipse  homofocale. 

Les  points  de  contact  de  la  parabole  de  Ghasles  avec 
les  axes  ont  pour  équations 

c^  «  -h  a  =  o,         c-  ^  —  ^  =  o; 

ce  sont  donc  les  projections  du  centre  G  du  cercle  sur 
les  axes.  Quant  aux  relations 

elles  sont  faciles  à  interpréter  géométriquement.  Elles 
prouvent  que  les  cercles  tels  que  G  détachent  sur  les 
axes  de  l'ellipse,  quel  que  soit  le  point  P,  des  segments 
égaux  aux  axes  26  et  2a  de  cette  ellipse. 
En  résumé  on  a  les  propositions  suivantes  : 
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i"  Le  lieu  des  points  P  tel  que  les  tangentes  aux 
pieds  des  normales  à  V ellipse^  issues  de  ces  points^ 
enveloppent  un  cercle  est  la  kreuzcurve  hyperbolique 
correspondant  à  V hyperbole  équilatère 

X^  — J^2  -i-  C2  =  O. 

:>."  Lorsque  le  point  \^  décrit  la  kreuzcurve^  le  lieu 
des  centres  des  cercles  correspondants  est  V hyperbole 
équilatère  ci-dessus. 

3"  Tous  ces  cercles  détachent  sur  les  axes  des  seg- 
ments égaux  aux  axes  ib  et  ia  de  V ellipse. 

4"  L^ ellipse  donnée  et  un  cercle  déterminent  un 
faisceau  tangentiel  de  coniques  qui  renferme  une  et 
une  seule  parabole.    On    Vohtient  en  projetant  le 
centre  du  cercle  sur  les  axes  et  construisant  la  para- 
bole qui  leur  est  tangente  en  ces  points. 

5*^  Le  point  P  restant  jixe.,  tous  les  cercles  quon 
obtient  en  remplaçant  V  ellipse  donnée  par  une  ellipse 
homo focale  quelconque  sont  concentriques. 


REMAROIIES  GÉO)IÉTRIOIES  SIK  LA  Ql  ESTIO\  IIE  COXCOLRS 
DE  L'ÉCOLE  POLYTECIIMOLE  E\  I1MS; 

Par  m.  PHILBEKT  DU  PLESSIS. 


i"  On  envisage,  clans  cette  question,  les  points  com- 
muns M  et  M'  à  lin  cercle  fixe  (lo),  ayant  son  centre  à 
rorigine  O,  et  à  un  cercle  variable  (v)  passant  par 
deux  points  fixes  A  et  B  de  Ox  ('  ). 

('  )   l.c  Icrlcur  e>l  prié  de  fiiirc  la  lîguie. 
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Si  la  corde  commune  au  cercle  (to)  et  au  cercle 
décrit  sur  AB  comme  diamètre  coupe  Ox  au  point  N, 
ce  point  N  est  le  centre  radical  du  système  formé  par 
ces  deux  cercles  et  l'un  quelconque  des  cercles  (y)-  H 
en  résulte  que  toutes  les  cordes  MM^  passent  par  ce 
point  N. 

Si  le  cercle  de  diamètre  AB  passe  par  les  points  où 
le  cercle  (w)  est  rencontré  par  Oy,  le  point  N  se  con- 
fond avec  O  et  les  points  M  et  M'  sont  diamétrale- 
ment opposés  sur  le  cercle  (w). 

Le  centre  C/  du  cercle  (y')  passant  par  M  et  M'  et 
orthogonal  au  cercle  (y),  de  centre  G,  n'est  autre  que 
le  pôle  de  MM'  par  rapport  à  ce  cercle  (y). 

Si  le  point  N  se  confond  avec  O,  ainsi  qu'il  vient 
d'être  dit,  on  a 

dG.OG'=— ÔM'. 

Le  lieu  du  point  G'  est  donc  inverse  de  celui  du  point  G 
par  rapport  àO,  et,  comme  celui-ci  est  la  droite  élevée 
à  AB  en  son  milieu,  celui  de  C  est  un  cercle  passant 
par  O  et  ayant  son  centre  sur  Ox. 

2"  Si  V  et  V  '  sont  les  vitesses  des  points  M  et  M', 
ces  vitesses  sont  proportionnelles  à  NM  et  NM', 
puisque  le  point  N  est  fixe;  on  voit  de  plus  qu'elles 
sont  de  même  sens  ou  non,  suivant  que  N  est  intérieur 
ou  non  au  segment  NIN'.  On  a  donc,  en  grandeur  et 

signe, 

V  _  _  NM 

V  ~       NM'' 

Si  donc  on  preiïd  sur  MM'  le  point  P,  tel  que 

V  _  PM 

V '  ~  PM '  ' 

le  point  P  est  le  conjugué  harmonique  de  N  par  rap- 
Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  XVIII.  (Oct.   1918.)  3o 
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porl  à  ^I  et  M'.  Ce  point  P  décrit  donc  la  polaire  du 
point  IN  par  rapport  au  cercle  (di)-,  droite  perpendi- 
culaire à  Oa?. 


CÔI{KESPO\DA\C(':. 


M.  M.  d'Ocagne.  —  Sur  les  centres  de  courbure  des 
cissoïdes  et  conclioïdes.  —  M.  Bouvaist  vient  d'indi- 
quer, pour  la  détermination  des  centres  de  courbure 
des  courbes  dont  le  rayon  vecteur  est  une  fonction 
linéaire  de  ceux  d'autre»  courbes,  comptés  sur  la  même 
droite  {N.A.^  ^Q'^i  P-  ^7^)?  "^^^  uiélliode  qui  est 
identique  à  celle  que  j'ai  fait  connaître,  en  i8i)(),  dans 
mon  Cours  de  Géométrie  descriptive  et  de  Géométrie 
infinitésimale  (p.  387).  Cette  méthode  repose  sur  la 
relation  entre  le  centre  de  courbure  d'une  courbe  rap- 
portée à  des  coordonnées  polaires  el  la  normale  au  lieu 
décrit  par  l'extrémité  de  sa  sous-noruiale  polaire.  C'esl 
cette  relation  que  M.  Bouvaist  a  cherché  à  établir  en 
résolvant  le  Problème  II  àe  sa  Note.  La  solution  qu'il 
a  trouvée  n'est  peut-être  pas  aussi  simple  que  celle 
donnée  à  l'endroit  cité  (p.  286),  que  j'ai  d'ailleurs  eu 
l'occasion  de  rappeler  réceuiment  dans  lo-  \..iis>'îh^< 
Annales  (1918,  p.  33). 

Je  reproduis  le  résultat  de  M.  Bouvaist  en  me  ser- 
vant (le  ses  propres  notations  :  si  la  noruiale  au  lieu 
déciit  |)i»r  l'extrémité  IN  de  la  sous-normale  polaire 
rencontre  OM  en  P,  el  que  \\  soit  le  pied  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  P  sur  la  normale  MIN,  etK  le  con- 


À 
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j ligué  harmonique  de  IS  par  rapport  à  M  et  H,  le 
centre  de  courbure  y  est  le  milieu  de  INK. 

Voici  maintenant  le  résultat  dont  je  rappelle  plus 
haut  l'origine  :  si  la  perpendiculaire  élevée  en  Nà  MIS 
coupe  OM  en  Q,  le  centre  de  courbure  y  est  sur  la 
droite  qui  joint  le  point  Q  au  milieu  de  NP. 

Ramener  l'une  à  Tautre  ces  deux  constructions  peut 
faixe  l'objet  d'un  exercice  de  Géométrie  élémentaire  à 
proposer  à  vos  lecteurs. 

M.  L.  Poli.  —  Au  sujet  de  la  question  18o4  (1900, 
p.  288;  1917,  p-  398).  —  Oi^  y  demande  de  tracer  au 
moyen  de  la  règle  seulement  l'hyperbole  de  Kiepert 
d'un  triangle,  étant  placés  les  sommets  du  |r?iangle,  les 
centres  de  ses  cercles  de  Neuber»  et  les  centres  de  ses 
cercles  de  Mackay. 

J'ignore  ce  que  sont  les  cercles  de  Mackay.  Peut- 
être  faut  il  lire  :  les  cercles  de  ÂI^  Cay\  En  tout  cas, 
proposée  de  cette  seconde  manière  la  question  est  assez 
facilement  résoluble  et  peut  être  de  nature  à  intéresser 
quelque  lecteur  des  Nou^^elles  yinnales  : 

Etant  placés  les  3  sonuuets  cT un  triangle^  les 
3  centres  de  ses  cercles  de  Neuherg  et  les  3  centres 
de  ses  cercles  de  M'Cay^  tracer  par  points  et  au 
moyen  de  la  règle  seulement  Vhyperbole  de  Kiepert 
du  triangle. 

Pour  mémoire  :  les  cercles  de  M'Gay  sont  déter- 
minés par  le  centre  de  gravité  du  triangle  et  par  deux 
sommets  de  son  second  triangle  de  Brocard.  {Cf.  par 
exemple  F. G. M.,  Exercices  de  Mécanique .,  p.  704.) 


(  39'-'  ) 


ItlItLIOCiRAl'ItlE. 


Maurice  d'Ocagne.  —  Cours  de.  Géométrie  pure  et  appli- 
quée de  l'Ecole  Polytecliiiique,  t.  II.  i  volume  in-8  (23-i6) 
de  364  psges,  avec  299  figures.  Paris,  Gauthier-Villars, 
1918.  Prix  :  i8^ 

Dans. le  compte  rendu  du  Tomel  du  Cours  de  M.  M. 
d'Ocagne  ('),  j'ai  indiqué  les  idées  directrices  de  l'en- 
seignement actuel  de  la  Géométrie  à  l'Ecole  Polytech- 
nique. Le  Tome  IT,  consacré  à  des  applications 
diverses,  est  particulièrement  propre  à  illustrer  le 
caractère  de  cet  enseignement,  dont  le  but  essentiel 
est,  je  le  rappelle,  de  montrer,  par  la  variété  des  sujets 
abordés,  les  ressources  qu'olFre  la  Géométrie  pure  dans 
l'étude  des  questions  les  plus  dissemblables.  En  voici 
l'analyse  sommaire  : 

Cinématique  appliquée.  —  On  étudie  les  méca- 
nismes entrant  le  plus  couramiuent  dans  la  composition 
des  machines  ou  présentaul  un  intérêt  particulier  : 
engrenages,  courbes  roulantes,  cames,  excentriques, 
systèmes  articulés  plans  et  gauches.  Le  Chapitre  sr 
termine  par  l'exposition  des  méthodes  récemment 
Inventées  de  la  Cinématique  graphique,  qui  per- 
mettent de  déterminer,  par  des  constructions  slmplc>, 
les  vitesses  et  les  accélérations  de  divers  points  tl'uii 
mécanisme  plan. 

(M  \i>u\rlUa  Annales,  novembre   nji;.   p.  4-i>« 
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Stéréofomie.  —  La  Stéréotomie,  qui  fournit  d'assez 
jolies  appliciitlons  de  la  Géométrie  descriptive,  mérite 
à  ce  titre  de  ne  pas  être  complrtement  exclue  de  ren- 
seignement. On  étudie  quelques-unes  des  voûtes  les 
plus  intéressantes  sous  le  rapport  de  l'appareillage  : 
arche  elliptique,  descentes,  arche  biaise,  berceau 
coudé,  trompe  cylindrique  en  tour  ronde,  arrière- 
voussure  de  Marseille,  voûte  sphérique,  voûte  d'arêtes 
en  tour  ronde. 

Statique  graphique.  —  Après  l'exposition  des 
Iracés  fondamentaux  reposant  sur  la  considération  du 
polygone  funiculaire,  viennent  les  applications  aux 
svstèmes  réticulaires  (méthode  des  sections,  méthode 
des  nœuds)  et  à  la  détermination  des  forces  élastiques 
dans  les  pièces  chargées. 

Calcul  graphique.  —  Ce  Chapitre  et  les  suivants 
sont  consacrés  à  des  sujets  qui  seront  nouveaux  pour 
beaucoup  de  lecteurs.  Il  est  traité,  dans  celui-ci,  de  la 
résolution  graphique  des  équations  (équations  linéaires, 
méthode  des  orthogones  pour  les  équations  algébriques 
de  degré  quelconque)  ;  des  courbes  intégrales  et  de 
leur  tracé  approximatif  par  la  méthode  de  Massau.  Une 
application  importante  est  faite  à  la  construction  des 
lignes  d'efiPorts  et  de  moments  fléchissants  en  Statique 
graphique.  Le  Chapitre  se  termine  par  l'intégration 
graphique  approximative  des  équations  différen- 
tielles. 

Calcul  grapho-mécanique .  —  Description  et 
théorie  de  divers  appareils  d'intégration  mécanique  : 
planimètres,  intégromètres,  analyseur  harmonique, 
intégraphes. 
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Nomogiapliie.  —  L'auteur  a  résumé  ici  les  faits  les 
plus  importants  de  la  science  dont  il  est,  comme  on 
sait,  le  fondateur.  11  passe  en  revue  les  nomogrammes 
à  entre-croisements  (abaques  cartésiens,  hexagonaux); 
les  nomogrammes  àalignements,  où  la  considération  des 
coordonnées  j)arallèles  rend  de  grands  services;  pour 
les  équations  à  plus  de  trois  variables",  les  nomo- 
grammes à  double  alignement,  les  systèmes  cotés 
mobiles.  A  titre  d'application,  il  étudie  en  détail  la 
résolution  nomograpliique  des  triangles  spliériques. 

Un  Appendice  renferme  des  notes  complémentaires  : 
sur  les  systèmes  articulés  (théorème  de  Rempe,  en 
vertu  duquel  toute  courbe  algébrique  peut  être  décrite 
au  moyen  d'un  système  articulé)  ;  sur  la  statique  gra- 
phique de  l'espace  ;  sur  l'intégration  grapho-mécanique 
de  l'équation  de  Riccati  ;  sur  l'application  de  la  Nomo- 
gra|)hie  à  l'intégration  graphique. 

On  vi)it  quelle  est  la  richesse  de  cet  Ouvrage,  où 
Ton  tr(jiive  pour  la  preuiière  lois  rexj)osilion  didac- 
ticjue  de  uiéthodes  récentes  (cinématique  graphique, 
calcul  graphi(jue,  intégration  luécanique  des  écjualions 
dillércntielles)  que  Ton  ne  pouvait  i;uère  étudier  jus- 
(jnici  (jue  dans  des  M<''moires  souvent  ardus.  Ilctju- 
vient  (Tajouler  (|ue  la  pliq)arl  des  (h'moustralions  sont 
(U'iginales,  en  sorte  que  le  livre  porte  presque  à  chaque 
page  la  uianjue  de  son  auteur. 

il  serait  trop  long  de  signaler  re\celleu(  e  des  détails. 
Je  veux  seulement  attirer  l'attention  sur  l'heureuse 
notion  des  modules,  dont  l'emploi  systématique  sup- 
prime bien  i\c>  incertitudes  dans  la  construction  et 
I  inlcrpnUation  des  dlagrauiuies  jv\r  Icf^quels  on  tra- 
(liiil  les  lelations  numéri(jues.  R.    B. 
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oi!iîsrifl\s. 


'2368.  Parmi  les  cubiques  qui  se  transforment  en  elles- 
mêmes  par  la  transformation  par  points  réciproques  par 
rapport  à  un  triangle  donné,  on  considère  celles  qui  sont  les 
lieux,  des  points  tels  que  les  droites  qui  les  joignent  à  leurs 
réciproques  passent  par  un  point  fixe  F  ;  on  sait  que  la  cubique 
correspondant  au  point  P  touche  au  centre  de  gravité  G  la 
droite  GP.  Les  perpendiculaires  élevées  sur  la  droite  GP  aux 
points  où  elle  coupe  les  côtés  rencontrent  celles  élevées  en  G 
sur  les  médianes  correspondantes  en  trois  points  en  ligne 
droite;  démontrer  que  cette  droite  passe  par  le  centre  de 
courbure  de  la  cubique  au  point  G. 

En  déduire  que  le  lieu  des  centres  de  courbure  de  toutes 
les  cubiques  considérées  au  point  G  est  une  cubique  qui 
devient  une  trisectrice  de  de  Longchamps  quand  le  triangle 
est  équilatéral.  •  B.  Goormagiitigh. 

2369.  Démontrer  que  le  faisceau  des  ellipses  inscrites  dans 
un  losange  constitue  la  projection  commune,  sur  le  plan  de 
la  figure,  des  lignes  de  courbure  d'un  système  d'ellipsoïdes 
admettant  chacun  pour  section  principale  moyenne  une  de 
ces  ellipses,  et,  se  donnant  le  point  de  contact  de  l'une  d'elles 
avec  un  c«)té  du  losange  circonscrit,  construire  géométri- 
quement les  longueurs  des  ax.es  de  l'ellipsoïde  correspondant. 

M.    d'O GAGNE. 

^-  2370.   Lorsqu'un  cercle  roule  sur  une  droite,  le  symétrique 

^  du  centre  de  courbure  de  la  roulette  décrite  par  un  point  IM, 

invariablement  lié  au  cercle,  par  rapport  au  centre  instantané 

de    lotalion,   se   trouve    à    chaque   instant  sur   la    polaire   du 

point  M  par  rapport  au  cercle  roulant.  A.  Pellet. 

2371.  Soient,  à   un   instant   I,   le  centre  instantané  et  li  le 

point  diamétralement  opposé  à   I   sur  le  cercle  des  centres, 

•     dans  le  mouvement  d'une  figure  plane;  G  le  centre  de  cour- 
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bure  de  la  roulette  décrite  par  un  point  M  de  cette  figure:  la 
polaire  du  point  M,  par  rapport  au  cercle  ayant  C  pour  centre 
et  CI  pour  rayon,  passe  par  le  point  Ii.  A.  Pellet. 

+   00 

^37:2.  0(j7)  étant  la   fonction   de  Jacobi,  ^  <7"'a7«=  0  (x), 

X 

convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  .r,  module  de  q  étant 
inférieur  à  i,  O'(.r)  la  dérivée  de  cette  fonction,  on  a  : 

0'(—  q^"^')  =  (—  i)«^-(''*  +  3«,e'(_  ç\ 

A.  Pellet. 


ERRATA. 


Page  20,  ligne  8,  au  lieu  de  0  29.  fi/e  CV2q. 

Page  iV),  ligne  i3,  au  lieu  de  191),  lire  \\)\">.\  ligne  ip.  au  lieu 
de  qiiadriqiic,  lire  quarliquc. 

Page  191,  ajouter  après  la  ligne  \  : 
Posons 

/  _  ~"  ''  "^  '*'  _  "V 


il  vient  après  simplification 


a,         ,:  ^         .^/x 


v>. 


\/-: 


relies  sont  les  deux  formules  que  nous  voulions  établir. 

l'âge  y.?t{\,  la  solution  de  M.  Ph.  du  Plcssis  s'applique  à   la  ques- 
tion 2'271,  et  non  pas  à  1T19).  Elle  aurait  dû  prendre  place  page  a.'îo. 

Pii«r  MM\.  stipfitimer  les  quatre  premières  lignes. 
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[M'3g][M32] 

SUR  LES  FOYERS  RATIONNELS  D'UNE  COURBE  ALGÉBRIQUE 
PLANE  OU  GAUCHE 

(Extrait  d'une  lettre  à  M.  Laisant); 
Par   m.    p.    APPELL. 


.  .  .  Dans  une  leçon  sur  les  foyers  des  coniques  faite 
il  l'Ecole  de  Sèvres,  une  élève  de  troisième  année^ 
M*'*'  Sebald,  a  proposé  d'appeler /oye/'  d'une  courbe 
algébrique  un  point  F,  tel  que  la  distance  d'un  point 
quelconque  M  de  la  courbe  à  ce  point  F  soit  exprimable 
par  une  fonction  rationnelle  des  coordonnées  de  M. 
Cette  définition  a  été  discutée  par  l'ensemble  des  élèves 
de  mathématiques  de  troisième  année.  Elle  est  apparue 
comme  féconde  et  comme  pouvant  donner  lieu  à  d'in- 
léressantes  applications  :  elle  s'étend  aux  lignes  dans 
l'espace  et  aux  surfaces.  Citons  notamment  : 

1°  L'application  aux  ovales  de  Descartes  (foyers 
dans  le  plan  et  dans  l'espa-ce  ;  relations  métriques 
correspondantes)  ; 

2"  L'application  aux  courbes  unicursales  planes  ou 
gauches  ; 

3'^  L'application  à  certaines  courbes,  planes  ou 
gauches,  définies  par  des  relations  algébriques  entre  les 
distances  d'un  quelconque  de  leurs  points  à  des  points 
fixes; 

Etc. 

Mais     avant     de     rédiger    ces    applications,     nous 
Ann.  de  Mathémat.,  \*  série,  t.  XVIII.  (Nov.  1918.)  3l 
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voudrions    savoir   si    l'idée    est   nouvelle.    Un  de  vos 
lecteurs  nous  renseignera  certainement. 

Pour  les  courbes  planes,  la  définition  des  foyers, 
d'après  Plùcker,  est  bien  connue  (');  un  point  F  est 
foyer  pluckérien  quand,  parmi  les  tangentes  menées 
de  ce  point  à  la  courbe,  il  en  est  deux  qui  ont  pour 
coefficients  angulaires  ±:  t  (axes  rectangulaires).  Si 
maintenant  (a,  3)  est  un  foyer  rationnel^  on  a,  pour 
tous  les  points  [x^  y)  de  la  courbe, 

(C)  [,'^_a)2  +  (j-[i)-2JQn:r,j)  =  P2(^,r),    . 

P  et  ()  désignant  deux  polynômes  en  x  Ql y.  Le  poinl 
(a,  [B)  est  donc  un  foyer  pluckérien^  mais  c'est  un 
foyer  pluckérien  spécial^  caries  deux  tangentes 

issues  de  ce  point  sont  multiples. 

Ainsi  tout  foyer  rationnel  d'une  courbe  plane  est  un 
foyer  pluckérien,  mais  la  réciproque  n'est  évidemment 
pas  exacte.  Les  courbes  qui  admettent  des'  foyers 
rationnels  sont  des  courbes  spéciales. 

Ajoutons  que  les  points  de  rencontre  des  courbes 

sont  des  points  singuliers  pour  la  courbe  (C). 
(*)  NiKWENtiLOW.sKi,  Gro/nctrie  (inal^  li)/uc,  i.  I.  p.    )  js. 
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SUR  LES  COIRBES  ALGÉBRIOUES  PLANES; 

Par    m.    R.    BOUVAIST. 


Je  me  propose  de  donner  des  démonstrations  simples 
d'un  certain  nombre  de  théorèmes  très  généraux  sur  les 
courbes  algébriques  planes,  dus  à  Laguerre  (^Comptes 
rendus^  i865;  OEuvres^  p.  19),  théorèmes  que  cet 
éminent  géomètre  s'est  borné  à  énoncer  très  brièvement, 
sans  donner  aucun  éclaircissemont  sur  la  façon  d'y 
parvenir. 

Je  définirai  tout  d'abord  une  transformation  corréla- 
tive, qui  me  sera  très  utile. 

Transformation  corrélative,  —  Soit  un  système 
d'axes  rectangulaires  Oj^,  Oy;àtout  point  ^,jk  du  plan 
je  fais  correspondre  une  droite  a,  r,  (p,  telle  que  l'on 
ait 

X  '  y  ^ 

Il  -\~  iv        p  -h  iu         iw 

et  réciproquement 

X  —  iy       y  —  ix         z 
u  V  w 

On  voit  immédiatement  qu'aux  points  cycliques 
correspondent  les  axes  de  coordonnées  et  qu'à  deux 
droites  du  plan  faisant  entre  elles  un  angle  V,  corres- 
pondent deux  points  tels  que  les  coefficients  angulaires 
des  droites  qui  les  joignent  à  l'origine  O,  soient  liés 

par  la  relation  — ^-  =:  e^"'. 
^  m2 


b 
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Distance  de  deux  points.  —  Soient,  Xi  y,,  a?2  J'2 
deux  points;  u^i^^w^^  u^  v^  ^2  les  droites  correspon- 
dantes; la  distance  0  des  deux  points    considérés  est 

elle  se  transformera  en  la  relation 

ou,  en  désignant  par  A  et  B,  G  et  D  les  intersections 
de  u^v^iv^.  W2^2^^2  ftvec  O^  et  O^, 

En  particulier,  à  un  point  situé  à  une  distance  p  de 
l'origine  correspondra  une  droite  coupant  O^  et  Or 
en  A  et  B  tels  que 


L  OA  OBJ 


Distance  d'un  point  à  une  droite.  —  Soient 
(a)  =  (A:r  +  Bj' H- G)  =  o  une  droite,  B(j?|  ri)un 
point;  la  distance  de  B  à  (a)  a  pour  expression 

^  _  Aa:,H-  BjK, -r-  C 

à  {a)  correspond  un  point  A  (.r2.)'2).  à  B  une  droite  {b). 
Ut  \',  (V,,  et  l'on  voit  que 

û  = 


IV 


v/—  4  ijCi^i         c,o  ^_  ;  /O  a  0[i 


0,  étant   la   distance  de  A   à  (^),  Sq   la   distance  de   O 
à  (/f)  el  CL  et  (3  les  projections  de  A  sur  les  axes. 

En  particulier,  la  distance  0  do  l'orii^ine  à  la  dnnte(a) 
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8  =    ,  devient  8  =  — ==>  J^,  r  étant  les  coor- 

/A2  4-B2  y/—  4  *^r 

données  de  A. 

Puissance  d'un  point  par  rapport  à  une  courbe, 
—  Soit 

une  courbe  de  degré  m,  cOf(a:,  y)  étant  un  polynôme 
homogène  de  degré  i  qm  x  et  y;  nous  définirons 
puissance  du  point  XqYq  par  rapport  à  cette  courbe 
l'expression 

2'"/(^oro) 


n  = 


au  cas  où  la  courbe  considérée  est  circulaire,  la  puis- 
sance 

n= --^ ^^-^ __cp,„(ar,7) 

[<pm  -2/»  (  1 ,  0  ?/«-2/J  (  I ,  —  i  )  ]  '^ 

A  la  courbe/  (^,  y)  =  o  correspondra  dans  la  transfor- 
mation indiquée  une  courbe  dont  l'équation  tangentielle 

sera,  si  1  on  pose  À  =  —  >  a  =:=:  —  > 

F(X,|^)  =  *„j(X,  ix)  H-2'ï>„t-i(X,  jJl)  _+-...4-9.mcpo; 

nous  définirons /?Mi55a/ice  de  la  droite  \qX-^  1^o.K+  ï  =<^ 
par  rapport  à  cette  courbe,  l'expression 


|4>,„(i,o)4>,„(o,i)|^ 


et  l'on  voit  facilement  que  la  puissance  11  d'un  point 
^oj'o  par  rapport  kfix^y)  =  o  et  la  puissance  W  de  la 
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droite  correspondante  Aq^  4-  [J-o  J'  4-  i  =  o  par  rapport 
à  la  courbe  transformée  sont  liées  par  la  relation 

Remarquons  enfin  que  la  puissance    de   la  droite    de 
l'infini  par  rapport  à  la  courbe  F()v,  jji)  =  o  est  égale 

"    -j-5^0  étant  le  terme  constant  de  l'équation. 


(AoA,„;- 


Ao  et  A„i  les  coefficients  \"^  et  jjl'". 

Nous  démontrerons  maintenant  la  proposition  sui- 
vante : 

Soient  f  [x^y^  z)  =  o,  o(x,  y,  5)  =  o  deux  équa- 
tions homogènes  et  de  degrés  m  et  n  ;  désignons  par 

l    Rz=o(/,cp), 
]    Ra:=o(/,  ?), 

fR^=o(/,?) 

les  résultats  des  trois  systèmes  d'équations 

çp(.r,jK,o)  =  o:         l  t^(o,y,z)  =  0:         \  o(x,o,z)  =  0; 

si  X  et  y  représentent  des  coordonnées  cartésiennes j 
les  équations  y  =  o,  0  =  0  représentent  deux  courbes 
planes,  les  produits  des  abscisses  et  des  ordonnées 
des  points  communs  à  ces  deux  courbes  sont  donnés 
par  les  expressions 

R.r.o(/,ç) 


X^Xi.  .  .X„in  ={—   0' 


Hz=o(/,?) 


J\J  i'  •  -Juin  —  K         1;  TT  ,  i-  _\ 

l'.ii  eli'el,  les  dcu\  <'quations /"(.r,j', ^)=:0,  C5(.r.  )',  z-)=^o 
représentent,  dans  un  système  de  coordonnées  trili- 
MJ'aires  ayant  pour  triangle  de  référence  un  triangle 


(  4o7  ) 
ABC,   BC  =  j:^  =  o,    CA  =  j  =  o,  AB=3^  =0,  deux 
courbes  planes;  éliminons  a;  entre  ces  deux  équations; 
leur  résultant  sera 

^^ (JK, -2 )  =  A oj'" "  -H  A 1  y""'-  1^-4-,..  +  A,„„ z'«», 

égalé  à  zéro  ;  il  représentera  l'ensemble  des  droites 
joignant  le  point  A,  aux  points  communs  aux  deux 
courbes  considérées;  si  Ao  =  o,  les  deux  courbes  ont 
un  point  commun  sur  AB  =  ;^  =  o  ;  il  en  résulte  que 
les  deux  équations  f(x^  r,  o)  =  o,  o(^,  y,  o)  =  o  qui 
représentent  respectivement  les  droites  joignant  le 
point  C  aux  points  d'intersection  de  y'=  o,  cp  =  o 
avec  ^  =  o  auront  une  racine  commune,  par  suite 
Aq  =  KR2;_o(/,  o);  les  propriétés  classiques  (degré  et 
poids)  des  résultants  montrent  d'ailleurs  que  K=  i. 
j\ous  aurons  de  même  Am7i  =  ^x=o{f')  '^)j  ^^1  dans  le 
système  cartésien  primitivement  considéré,  le  résul- 
tant <?R  (y,  g)  =  o,  où  l'on  fait  5=1,  n'est  autre  que 
l'équation  aux  y  des  points  d'intersection  de/=:  o,  et 
de  cp  :=  o  ;  par  suite 

Nous  en  arrivons  maintenant  aux  propositions  à 
démontrer. 

ThéorèmeI.  —  Soient  une pai  aboie  touchant  deux 
droites  rectangulaires  Ox  et  Oy  en  A  et  B,  et  une 
courbe  algébrique  plane  de  classe  /i,  les  tangentes 
communes  à  ces  deux  courbes  rencontrent  les  axes  en 

AiA2...A2«,        BiB2...B2rt; 
Le  produit 

ÔÂ"  .ôb" 


OA1OA2.  .  .OA2;,  OB1OB2. .  .0B2n 
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est  égal  au  carré  de  la  puissance  de  la  droite  de 
l  infini  par  rapport  à  la  courbe  considérée. 

Soient  eu  effet 

F  (À,  l-t)  =  *,«(À,  l-i)  +4>m-i(À,  îx)-h...-T-*o  =  f» 

a^Xa  +  «X  -h  P;JL  =  o 

la  courbe  et  la  parabole  considérée;  si  Aq  et  A^  sont 
les  coefficients  de  X"'^  et  |jl''*  dans  <l>„i(X,  {jl),  nous  avons. 
•d'après  la  proposition  précédente. 

Le  théorème  est  démontré. 

Si  nous  remarquons  maintenant  que  la  transforma- 
lion  corrélative  définie  plus  haut  fait  correspondre  à  la 
parabole  considérée  un  cercle  passant  par  l'origine  et 

ayant  pour  rayon  (— )  >  nous  pouvons  énoncer  le 
théorème  suivant  : 

Théorème  1  dk  Laguerre. Si  par  un  point  M  pris 

dans  le  plan  d'une  courbe  algébrique  plane^  on 
mène  un  cercle  quelconque,  le  produit  des  distances 
de  ce  point  aux  in  points  d'intersections  du  cercle 
et  de  la  courbe  est  égal  à  la  puissance  du  point  M 
par  rapport  à  la  courbe  multiplié  par  la  n'^'""'  /puis- 
sance du  rayon. 

'J'm'.oiikMi:  H.  —  Le  produit  des  coefficients  angu- 
/((ircs  des  tangentes  communes  à  une  hyperbole 
équilatère  ayant  pour  asymptotes  les  axes  de  coor- 
/lonnées  Ox  et  Oy  et  à  une  courbe  algébrique  plane 
^/uelconque  est  égal  au  carré  du  produit  des  coefji- 
rients  angulaires  des  tangentes  rne/it-es  du  point  (> 
/>  la  rnurbe. 
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Soient 

<i)  K^ui>  —  w^=  o, 

'(9.)  f{u,ç,w)  =  (^„i(ii,u)  -h  (vcp,„_i(w,p)  -h.  .  .-+-  w"'=  o 

les  équations  tangentielles  de  l'hyperbole  et  de  la 
courbe  considérée  ;  posons 

l'élimination  de  w  entre  les  équations  (i)  et  (2)  nous 

-donnera,  en  posant =}'-)  l'équationaux  coefficients 

angulaires  des  tangentes  communes,  équation  qui  sera 
de  la  forme 

Ag  jjl2/«  -f-  ai  fjt2"»-i  -f. . .  .  +  a>^  ;ji  +  A;,,, 
d'où 

/A,A2 

les  coefficients  angulaires  jjl'^,  |jIj,  ...,  ^'^^^  des  tangentes 
a  la  courbe  issues  de  l'origine  étant  racines  de  l'équa- 
tion 

Ao  II"'  —  Al  (jL'«-i  4- ...  -h  (  —  T  )'«  A,„  =3  o, 
on  a 

.(a)  I  [X\   (^'2  .  . .  f^m  |2  ==  [X,  1^2  .  .  .  [^2,;,   =    ^-^M 

<;t  le  théorème  est  démontré. 

Or  le  rapport  ^  des  coefficients  angulaires  de  deux 

droites,  qui  n'est  autre  que  le  rapport  anharmonique 
<^le  la  division  déterminée  sur  la  droite  de  l'infini  par 
les  axes  de  coordonnées  et  ces  deux  droites,  est  tel  que 
si  V  est  l'angle  des  deux  droites  correspondant  dans 
la  transformation  aux  points  à  l'infini  des  deux  droites 

primitives,  on  a  ^  =  e^'^ . 

Si    nous  remarquons   maintenant    qu'à    l'hyperbole 


(4io) 

équilalère  correspond  un  cercle  de  centre  O,  qu'aux 
points  de  contact  des  tangentes  à  la  courbe  primitive 
correspondent  les  asymptotes  de  la  transformée_,  la  rela- 
tion (a)  qui  peut  s'écrire 


1^1  !J 


M  '"■ 


nous  conduit  à  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  II  de  Laguerre.  —  Si  un  cercle  est  tracé 
dans  le  plan  (T une  courbe  plane ^  la  demi-somme  des 
angles  que  font  ai^ec  une  direction  arbitraire  les 
'A  n  rayons  du  cercle  aboutissant  aux  points  d'inter- 
section  est  égale  à  un  multiple  de  W  près  à  la  somme 
des  angles  que  font  les  n  asymptotes  avec  cette 
même  direction. 

Thkorème  III.  —  Si  M|,  M2,  ...,  M„jî  désignent  les 
m-  points  d^ une  courbe  algébrique  plane^  tels  que 
la  tangente  au  point  M/  rencontrant  les  axes   Ox 

et  Oy  en  Ai  et  B/,  07i  ait      '  ^   =  n,  on  a,  en  dési- 

gnant  par  a^  a2  ...a,„,  b^  bo  •••  bm  les  points  de 
rencontre  de  la  courbe  avec  Ox  et  Oj',  par  Uq  la 
puissance  tangentielle  de  la  droite  de  V infini  par 
rapport  à  la  courbe.,  la  relation 

UA,OA2...()A,,,.OB,Oli.,...OB,„.    ~  V     't*    /  '** 

l^es  points  M,  sont  en  etrol  à  l'intersection  de  la  conrho 
donnée 

avec  la  coiirhe 
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Si  Xiy'i  sont  les  coordonnées  de  M^, 

n  —  I 
Or  nous  savons  que 

^z-q{I\  f  )  est  le  résultant  des  deux  équations 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  des  deux  équations 
^ni{x,y)  =  o,         ny  ^'^y  =  o  ; 

si  donc  ^m{x,  y)  =  ao  oc"'  4-  a,  x"'~\y  +  . . .  +  a,„  j 

AiCj'  étant  le  discriminant 'de  la  forme  <ï>/„(x,  j)  =  o  ; 
nous  aurons  de  même,  en  désignant  par  ^xz^  ^J'^  les 
discriminants  des  formes /(a?,  o,  z)  =  o,  f(o^y^z)  =  o, 

d'où 

<î>^     A  .r^  A  vz  /  rt  —  i 


/« 


d'où,  si  l'on  remarque  que  A^j',  A^^,  Ay^:;  sont  les 
coefficients  des  puissances  de  (p'"",  t''"*,  m'"*  dans 
l'équation  tangentielle  de  la  courbe  f  (x^y)  =  o,  on  a 
la  relation  cherchée 

Oa, . .  .Oa,„Obi .  ..Ob,n  (n-  i\m^m-x) 


OA,...OA,;,.  OB,.  ..0B,„.        V     r*-'-    I  "'' 

Il  suffît  maintenant  de  remarquer  que,  dans  notre  trans- 
formation, à  la  tangente  A/B/  correspond  un  point  P^-, 
tel  que  la  droite  OP^  coupe  la  tangente  à  la  courbe  trans- 
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formée  en  P/  sous  un  angle  V,  tel  que  e'-'^  = — -, 

iVoxi  l'on  déduit =  (2  sin  v  )-,  que  de  plus  à  la 

droite  ciibi  joignant  deux  points  d'intersection  de  la 
courbe  primitive  avec  les  axes  correspond  un  foyer  réel 
de  la  transformée,  pour  pouvoir  énoncer  les  théorèmes 
suivants  : 

Théorème  III  de  Laguerre.  —  Si  par  un  point  G, 
pris  dans  le  plan  d'une  courbe  algébrique  plane  de 
degré  n.,  on  mène  les  \j.-\-n  droites  qui  la  coupent 
sous  un  angle  donné  \  ,  le  produit  de  toutes  les 
longueurs  comprises  entre  le  point  O  et  les  pieds  de 
ces  droites  est  égal  au  produit  des  distances  du 
point  O  aux  ^foyers  réels  de  la  courbe^  multiplié  par 
la  puissance  du  point  O ,  le  tout  divisé  par  (  2  sin  V)". 

Théorème  IV  de  Laguerre.  —  Si  par  un  point  O, 
pris  dans  le  plan  dUine  courbe  algébrique  plane  de 
degré  n^  on  mène  les  |jl-[-  n  Jiortnales  à  la  courbe^  Ir 
produit  des  longueurs  comprises  entre  le  point  O  et 
les  pieds  des  normales  est  égal  au  produit  des  dis- 
tances du  point  O  aux  ^foyers  réels^  multiplié  par 
la  puissance  du  point  O,  le  tout  divisé  par  2". 

Théorème  IV.  —  Si  les  asymptotes  d' une  courbe 
algébrique  plane  de  degré  m  coupent  les  axes  Ox 
f't  O  )•  en  A,  A2 . . .  A ,„,  B,  1^2 . . .  B,„  :  si 

^\y\-,      ^ty-li        •••:       -^'fii  m-\,yinjii-\) 

s(tnt  les  coordonnées  des  points  de  contact  de  la 
courbe  avec  les  tangentes  issues  du  point  O:  si  la 
courbe  coupe  O  x  et  Oy  en  « ,  ^/o  •  •  •  <ï/«  ,  />  i  />2  •  •  •  b„,  on  a , 
rn  désignant  par  llf,  le  carré  de  la  puissance  ta n- 
grntielle  de  la  droite  de  V infini  par  rapport  à  la 
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courbe^ 

0ai...0a,n0bx...0b, 


OAiOA2...0/\l,„OBiOB2...0B,„ 

=  llg  XxX.i...X„ii,n-\)y\yî"'ym{m-\). 

En  eft'et,  les  points  de  contact  des  tangentes  à  la  courbe 

f{x,y,  z)  =  ^,n{x,y)  -i-  ^*i»,„_i(a7,7)  +. .  .-f-^'"*o  =  o, 

issues  de  l'origine,  sont  à  l'intersection  de  cette  courbe 
avec  la  première  polaire  de  l'origine 

posons 

nous  avons 

XX        X  vv        y  _Rr=o(/,cp),  Rr=o(/,y) 

X^X^.  .  .X,„im-i)yiy>'  ■  'fm;m-l)  —    jT^ /  .•    „  . ^ 


O 


r^($„i,0„,_,)  étant  le  résultat  de  $„,  =  o,  ^„i_, 
^x=:o{fi^)    est   le    résultant  de  /(o,  j,  5)  =  o  et  de 
y'^(o,  j',  5)  r=  o;  par  suite 

lyz  étant  le  discriminant  de  la  forme  /(o,  j,  ^)  =  o: 
de  même 

AiP^  étant  le  discriminant  de  la  forme /(a?,  o,  5)  =  o, 
d'où 

OOiX^..  .X,n^,,-,,yiyi"  -ynnm-X)  =  ^2(4,,^,,  cï,,;,"!;)  ' 

L'équation  aux  cocfiicients  angulaires  des  asym- 
ptotes de /(a;,  j,  s)  =  o  est  <Ï>,„(i,ijl)  et  l'asymptote 
correspondant   à  la   racine    |jt.|    de    cette  équation  est 
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*/«-l(l,  \J-l) 


0A,0A2...0A,„0B,0B, 


;  nous  avons  par  suite 
0B,„ 


or 


Axy  étant  le  discriminant  de  la  forme  4>,„  (^,  y),  d'où 


OA,...OA,„OBi...OB,„  = 


^^-xy 


d'où  enfin 
()Ai...OB,„OBi...OB; 


=  X^ 


■  ^m(rn  — l)yi '■ -y f/i^m     l)"ô' 


Cette  formule,  soumise  à  la  transformation  corrélative 
indiquée,  nous  conduit  au  théorème  suivant  : 

Théorh;me  V  DE  Laguerre.  —  Si  par  un  point  O 
pris  dans  le  plan  d^une  courbe  algébrique  plane  de 
degré  /z,  on  mène  des  tangentes  à  cette  courbe,  le 
produit  des  longueurs  comprises  sur  les  tangejites 
entre  le  point  O  et  les  points  de  contact  est  égal  au 
produit  des  distances  du  point  O  aux  \x  foyers  réels ^ 
multiplié  par  la  puissance  du  point  0,le  tout  divisé 
par  9."  et  par  le  produit  des  distances  de  ce  jwint 
aux  asymptotes. 

De  nos  tliéorèmes  III  et  IV  nous  déduirons  le  sui- 
vant : 

I  iikorIome  \  .  —  X/  M, ,  ....  .M,?i-  sont  les  m-  points 
ditne  courbe  algébrique  plane.)  tels  que  la  tangente 
(Ut  point  Mi  rencontrant  les  axes  i)x  et  O  y  en  Xi 
et   B/,  M^  soit  le  milieu   du    segment  A,  13,,   5/    les 
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asymptotes   de   la  courbe  rencontrent   les  axes  en 

Xi.  .  .  Xm^  1^î>e  •  .  •  lJÎ>m?  si  enfin  X^y^^.  .  .^  Xm^m-  \  )  ym[m-\  ) 

sont  les  coordonnées  des  points  de  contact  de  la 
courbe  avec  les  tangentes  issues  de  O,  on  a 

OA,...OA,„.OBi...OB,„. 

=  1■^>n{nl-\)(^X^...OXnlO^\^^^...0\\\^,nX^...X,n^nl-^)yï^^■ymim~■'i)■ 

De  ce  théorème  se  déduit  immédiatement  le  sui- 
vant : 

Théoukme  \Ide  Laguerre.  —  Si  par  un  point  O 
pris  dans  le  plan  d'une  courbe  algébrique  plane ^ 
on  mène  des  tangentes  et  des  normales  à  la  courbe^ 
le  produit  des  longueurs  comprises  sur  les  tangentes 
entre  le  point  O  et  les  points  de  contact^  multiplié 
par  le  produit  des  distances  de  ce  point  aux  asymp- 
totes.,  est  égal  au  produit  des  longueurs  comprises 
entre  le  point  O  et  les  pieds  des  normales. 

Théorème  VI.  —  -S't  M,,  M2,  ...,  M„i^  sont  les  m- 
points  d^une  courbe  algébrique  plane  de  degré  m, 
tels  que  la  tangente  à  la  courbe  au  point  M,-  cou- 

A   B- 
pant  les  axes  O  x  et  Oy  en  A/  et  B^,  on  ait     '  /  =  n  ; 

Ai  mi 

si  Von  désigne  par  jjl,,  ^-21  •••i  l^m-  les  coefjicients 
angulaires  des  droites  OM/,  par  [ji',,  a',,  ...,  a^^,, 
les  coef ficients  angulaires  des  droites  aibi  joignant 
les  points  d'intersection  de  la  courbe  avec  les  axes; 
par  ji-'j,  [jL.i,  ...,  \An[m  K)  les  coefficients  angulaires  des 
tangentes  à  la  courbe  issues  de  O^  on  a  la  relation 


jUi  [0.2.  ..fO„i2  _ 


[X  j  1^2  .  .  .  \i.,fi  (m-\  )  \f^  —  I 
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En  e(ïet,  en  employant  les  notations  du  théorème  IlL 

_   Ry=o(/,9)  _  _ao_  ^xz  I 

or 

d'où  la  formule  à  démontrer. 

Le  raisonnement  qui  nous  a  servi  à  obtenir  le  théo- 
rème II  de  Laguerre  transformera  cette  formule  en  le 
théorème  suivant  : 

Théorème  VII  de  Laguerre.  —  Par  un  point  O  pris: 
dans  le  plan  d'une  courbe  plane  algébrique  de 
degré  n^  menons  les  \k-\-n  droites  qui  la  coupent 
sous  un  angle  donné  V.  Soient  X,,  Xo,  ...,  Aix^.,,  les 
angles  que  font  ces  droites  avec  un  axe  fixe  arbi- 
traire; soient  /, ,  /o,  ---^  f\i.  l^s  angles  que  font  avec 
le  même  axe  les  droites  joignant  le  point  O  aux 
u.  foyers  réels  et  Ç4,  Ç25  •••?  ï«  ^^^  angles  de  cet  axe 
avec  les  asymptotes  de  la  courbe.  Tous  ces  angles 
sont  liés  entre  eux  par  la  relation  suivante,  qui  doit 
être  vérifiée  à  un  multiple  près  de  II  : 

Théorî^me  VII.  —  Si  une  courbe  algébrique  plane 
coupe  les  axes  Ox  et  Oy  en  a^  a^  •  •  •  «,„,  ^«  b-^. . .  bm, 
le  produit  des  coefficients  angulaires  des  droites 
aibi  est  égal  au  produit  des  coefficients  angulaires 
des  asymptotes  de  la  courbe. 

Soient 

f{x,y,  z)  =  ^„,{x,y)-^z^V,n-\{x,  y)-^  ...    -  z"^<\\. 
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le  produit  des  coefficients   angulaires  des   droites  Uibi 

est  égal  à  ( —  i)'"  — ;  le  produit  des  coefficients  angn- 

laires  des  asjaiptotesj  est  de  même  ( —  i)'"  — ;     théo- 
rème qui  nous   conduit   immédiatement  au    suivant  : 


Théorèime  VIII  DE  Laguerre.  —  Si  par  un  point  O, 
pris  dans  le  plan  d'une  courbe  plane  algébrique, 
on  mène  des  tangentes  à  la  courbe^  la  somme  des 
angles  que  font  ces  tangentes  avec  une  direction  fixe 
arbitraire  est  égale  à  la  somme  des  angles  que  font 
avec  cette  même  direction  les  droites  joignant  le 
point  O  aux  foyers  réels  de  la  courbe. 

Remarque.  —  Nous  avons  supposé  dans  toute  cette 
étude  que  la  courbe  étudiée  n'avait  point  de  singu- 
larité et  n'était  ni  circulaire  ni  tangente  à  la  droite  de 
l'infini;  il  serait  facile  de  voir,  en  employant  les  mêmes 
méthodes  que  ci-dessus,  comment  dans  ces  hypothèses 
se  modifient  les  théorèmes  indiqués. 


[K'2e] 

SUR  DEUX  POINTS  DU  PL4\  D'IN  TRIANGLE 
ET  m\  mi  (lÉiXÉlULISATION  DES  POINTS  DE  BROCARD; 

Par  m.  K.  GOORMAGHTIGH. 


Dans  le  plan  d'un  triangle  ABC  il  existe  deux  points 
M|  et  M2  tels  que,  si  a,,  p, ,  y,  et  ag,  ^27  Y2  désignent 
leurs  projections  sur  les  côtés  BG,  GA,  AB,  on  ait 

Bai^aoG^:  G[5i=  (^,4  =  Ayi  =  72 B. 
Ann.  de  Mathémat.,  4'  série,  t.  XVIH.  (Nov.  1918.)  3^ 
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Nous  nous  proposons  de  signaler  quelques  propriétés 
remarquables  de  ces  points  M,,  Mo  et  de  certains  autres 
couples  Ui,  [j-j  qui  ^généralisent  en  même  temps  le  pré- 
cédent et  celui  des  points  de  Brocard  w,,  lo^. 

1.  Les  perpendiculaires  élevées  en  A,  B,  G  sur  AB, 
BG,  GA  formenl  un  triangle  A,B,G,  semblable  au 
triangle  ABC(/i^ .  i);  on  montre  aisément  que  le  rap- 


Fi; 


port  de  similitude  est  égal  à  la  cotangenle  de  l'angle 
<lc  Brocard  V  [voir  à  ce  sujet  la  \oin'.  corresp.  math. . 
1877,  |).  18-).  Gomme  le  point  M|  n'est  aulre  cpio  le 
centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  A,  B|  G|.  on  a  donc 
<'ctle  proposition  : 


(  4>9  ) 
G [3, ,  ...  est  égale  à  r  cot  V  ou 


r  désignant  le  rayon  du  cercle  inscrit  au  triangle 
ABC  et  V  V angle  de  Brocard. 

Les  points  M,  et  Ma  sont  symétriques  par  rapport 
au  centre  O  du  cercle  ABC. 

2.  Les  droites  homologues  dans  les  triangles  ABC, 
A,  B,  C,  étant  orthogonales,  et  le  point  O  étant  le  point 
de  Lemoine  de  ce  dernier  triangle,  on  a  la  proposition 
suivante  : 

La  droite  MjMa  est  perpendiculaire  à  ladroitelK 
joignant  le  centrel  du  cerle  inscrit  du  triangle K^C^ 
au  point  de  Lemoine  K  de  ce  triangle. 

De  même  les  bissectrices  de  A,  Bi  C|  sont  perpendi- 
culaires à  celles  de  ABC;  on  en  déduit  aisément  cette 
construction  des  points  M,  et  M2  : 

Les  bissectrices  des  angles  A,  B,  C  rencontrent 
en  cti,  bi^Ci  les  médiatrices  de  CA,  AB,  BC;  les  per- 
pendiculaires élevées  en  a,,  ^1,  C\  sur  les  bissec- 
trices Aa<,  B6,,  Cci  concourent  en  M,.  De  même 
les  bissectrices  de  A,  B,  C  rencontrent  en  a^-,  ^25  ^2 
les  médiatrices  c?e  AB,  BC,  CA;  les  perpendiculaires 
élevées  en  «2,  ^25  C2  sur  Aaa,  B^gj  Cc2  concourent 
en  M2. 

3.  Cercles  F,  et  T^-  —  D'après  la  dernière  proposi- 
tion, les  cercles  de  diamètres  IM,  et  IM2  passent  res- 
pectivement par  les  points  «1,6,,  c,  et  «2,  62,  Co  ;  nous 
désignerons  ces  cercles  par  F,  et  F2  et  leur  second  point 
d'intersection  par  R  (  fig.  2). 
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l^rojetons  I  en  ^\  sur  M,  a,  ;  la  relation  Ba,  =  r  cotV' 
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nionlre    que    J^a'j    pas3e*  pai-   liin   <Je.s   points    de    Bro- 
card : 

Si  l  ^oii  projette  I  en  a.[ ,  [j,  ,  y,  sar  M ,  a, ,  M,  p, ,  M r/t 
rt  en  a^,  p!^,  y!,  sur  M2a2,  M2,3o,  M2Y2'  ^^s  droites 
Ha',,  Cp, ,  Ay'^  concourent  en  Vun  des  points  de 
Brocard  to,,  les  droites  G  a.,,  A  jB!,,  By!,  concourent 
(in  l  autre  point  de  Brocard  w^. 

On  déduit  facilement  de  là  (elle  propriélé  des 
cercles  F,  et  Fa  : 

Le  cercle  \\  passe  par  l' un  des  points  de  Bro- 
rard  0),,  le  cercle  Fo  passe  par  l^autre  point  de 
Jirocard  u)>. 

i\u'  >uil('.  les  angles  (.),B1  cl   (o.,  1U  sont  (''j>an\  à  \    : 

L'un  (h's  points  d'intersection  des  cercles  \\^  V^ 
est  le  centre  1  du  cercle  inscrit,  l'autre  appartient 
au  cercle  de  Brocard. 
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4.   Les  liianglcs  a^b^Cx  et  a^b^c^  sont  semblables; 
leurs  angles  valent 

-(B-f-G;,  -^(G-i-A),  ^(Â  +  f3). 


Si  o  désigne  l'angle  (jue  l'ont  entre  eux  les  côtés  homo- 
IX  Iriangles,  on  a 

^a'*  —  X  6c  (  6'^  -+-  c-  )  H-  abc  S  a 


logues  de  ces  deux  iriangles,  on  a 


cotcp  = 


îS(Srt2_  26c) 


Les  triangles  a^b^c^  et  a^b2C2  sont  bomologiques 
avec  le  triangle  ÀBC;  au  moyen  d'une  considération 
d'angles,  on  démontre  facilement  ce  théorème  : 

Les  axes  ci  'homologie  ^x  et  ^.^  des  triangles  aib^c^. 
ABC  et  a-iboCzi  ABC  sont  les  symétriques  des  côb's 
de  A^Q  par  rapport  aux  côtés  correspondants  des 
triangles  a^bxC^  et  a2^2C2- 

L^ angle  des  axes  A,  et  Ao  vaut  2cp. 

De  ces  propositions  résulte  encore  la  propriété  sui- 
vante : 

La  droite  de  Simson  de  M,  par  rapport  au 
triangle  a^b^c^  est  perpendiculaire  à  A|,  la  droitc^ 
de  Simson  de  Mo  par  rapport  à  a^b^c-^  est  perpen- 
diculaire à  A2. 

Pour  terminer  ce  qui  est  relatif  aux  points  M,,  Mo  y 
rappelons  encore  cette  propriété  de  l'ortliopôle  de  la 
droite  M,  M2  que  nous  avons  déjà  signalée  dans  les 
Nouvelles  Annales  (1917,  p.  280)  : 

La  droite  qui  joint  loithopôle  de  la  droite  M|  Mo. 
au  centre  de  gravité  du  triangle  passe  par  le  point 
de  Feuerbach. 
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o.  Généralisation  des  points  de  Brocard.  —  Choi- 
sissons sur  le  contour  ABC  un  sens  déterminé;  étant 
donné  un  angle  9,  on  peut  trouver  sur  les  côtés  six 
points  a'[,  ,3"^,  y'^,  (î'^^  (Sg,  yJJ  tels  que  les  segments  Ba'J, 
a'jC,  . . .  soient  égaux  et  que,  si  par  les  trois  premiers 
on  mène  des  droites  faisant  avec  les  côtés  correspon- 
dants des  angles  9  et  par  les  trois  derniers  des  droites 
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faisant  avec  ces  côtés  des  angles  —  9,  les  trois  pre- 
mières concourent  en  un  point  |jli  et  les  trois  dernières 
en  un  point  [JI2  {fi g-  3). 

Quand  le  segment  Ba'j  est  nul,  on  retrouve  les  points 
de  Brocard  u),,  too,  et  quand  l'angle  9  est  droit,  on 
obtient  les  points  M,,  M2. 

Si  l'on  iiuMie  par  A.,  B,  C  des  droites  faisant  avec  les 
côtés  AB,  BC,  CA  des  angles  égaux  à  9,  on  obtient  un 
triangle  semblable  à  ABC,   le   rapport    de    siniililudc 

étant 

sin  O(cot  V  —  cotO); 

le  poinl  ;jL,  est  le  centre  du  cercle  inscrit  à  ce  triangle. 
La  valeur  coniniune  des  segments  Ba", ,  a."C,  ... 
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s^  écrit 

/'(cotV  —  colO). 

Onand  a  =  -  j  on  retrouve  la  valeur  du  seement  Ba  ; 

d'autre  part,  si  BaJ  est  nul^  l'angle  Q  est  égal  à  l'angle 
de  Brocard.  De  l'expression  du  segment  Ba",  résulte 
aussi  la  proposition  suivante  : 

Les  droites  aiui,^  l^i[^n  Ti  1^'  passent  par  les  pro- 
jections a'j,  p, ,  y'i  de  I  sur  M<a,,  Mj^jjMiy,;  les 
droites  a'^^jio,  ^2  1^2'  T2[^2  passent  par  les  projections 

a^,  ^2,  Yo  ^^  ï  ^^^^  M2a2,  M2P2)  M.2y2- 

On  en  déduit  que  le  point  [jl,  appartient  au  cercle  T ^ 
et  le  point  ^-2  '^^  cercle  r2. 

Les  lieux  géométriques  des  points  de  Brocard 
généralisés  ul<  et  \k.2  sont  les  cercles  T ^  e^  Fo. 

Observant  que  les  droites  R[ji<  et  R[Ji2  sont  symé- 
triques par  rapport  à  IR,  on  trouve  que  le  lieu  du 
milieu  de  pi,  ^2  ^st  une  ellipse  qui  touche  la  droite  IK 
en  I. 

6.  Point  de  Lemoine  généraliséYJ .  —  La  droite  a'^  {j.^ 
rencontre  la  médiatrice  de  BG  en  un  point  dont  la  dis- 
tance à  BG  a  pour  valeur 

Oi=  ( /' col  V -f- r  colO  j  tang6. 

Désignant  par  02  et  03  les  distances  analogues  à  ô,, 

on  a 

aoi  -h  6Ô2+  083  =  2  S. 

Les  droites  a"j  jji,  et  cf![^\t-2,  ^\  Y'\  ^^  (^2  Y-it  y'i  \^i  ^^  Y2 1^- 
se  coupent  en  A/,  B',  G'  sur  les  médiatrices  de  BG, 
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CA,  AB;   les  parallèles  menées  par  A/,  B',  G'  aux 
côtés  BC,  GA,  AB  concourent  en  un  point  Ji'. 

On  a  en  outre 

(b  —  c)oi  -i-  (c  —  a)02-f-  {a  —  6)83=  o. 

Le  lieu  géométrique  des  points  de  Lemoine  géné- 
ralisés K'  est  la  droite  qui  joint  le  centre  du  cercle 
inscrit  T  au  point  de  Lemoine  K. 

De  l'égalité  des  angles  R|jL,a'j,  RIaj,  IIK'A'  on 
déduit  une  généralisation  du  cercle  de  Brocard. 

T^es  points  A',  B',  G',  jx^,  a2,  K',  O  et  le  second 
point  d^ intersection  V^  des  cercles  F,.  Fo  appar- 
tiennent à  un  cercle;  les  points  {Ji|,  ulo  sont  symé- 
triques par  rapport  au  diamètre  OK'  de  ce  cercle  et 
l  angle  \x^  0[Ji2  est  égal  à  2O. 

On  généraliserait  de  la  même  manière  plusieurs 
tliéorèmes  connus  concernant  d'autres  éléments  dont  la 
définition  peut  se  déduire  de  celle  des  points  de  'Bro- 
card, notamment  les  points  de  Steiner  et  de  Tarry. 
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OlIELQUËS  APi»LIC\TIO\S  GË0}IÉTRIQ11KS 
DE   LA  THÉORIE   DES   IXFI^DIEXT  PETITS; 

Par   m.   Mathieu  WEILL. 


I.  \a,s  extrémités  A  et  B  d'un  segmenl  de  droite  de 
i;iandeur  variable  décrivent  des  courbes  données  et  la 
droite  AB  touche  son  enveloppe  en  P.  On  mène  en  A 
«M   B  les  tangentes  aux  courbes  décrites  par  A  et  B, 


(  .i.'-->  ) 

soil  M  leur  poinl  de  rencoiilre.  On  aura  la  tangente  à 
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la  courbe,  décrite  par  M,  au  niojen  de  la  relation  sui- 
vante : 

PÂ\\m'o  .//'.R'  =  PB'\BM\ô./i.R, 

R  et  R/  étant  les  rayons  de  courbure  en  A  et  B,  o  et  o' 
les  distances  de  P  à  AM  et  à  MB,  h  et  h'  les  distances 
de  A  et  B  à  la  tangente  en  M. 

Ce  théorème  se  démontre  facilement  en  faisant 
tourner  une  droite  AB  autour  d'un  point  fixe  P,  A 
et  B  décrivant  des  cercles  de  rayons  R  et  R'. 

Applications.  —  i**  AB  se  déplace  sur  une  courbe, 
de  manière  que  Tare  AB  soit  de  longueur  constante. 
Les  projections  des  rayons  de  courbure  en  A  et  B  sur 
la  tangente  en  M  sont  proportionnelles  à  MA  et  MB. 

2'*  Le  segment  AB  est  de  grandeur  constante.  Les 
[)rojections  des  rayons  de  courbure  en  A  et  B  sur  la 
tangente  en  M  sont  proportionnelles  aux  carrés  de  MA 
et  MB. 
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3°  L'angle  AMB  est  constant.  Le  point  P  divise  AB 
en  deux  segments  proportionnels  aux  projections 
sur  AB  des  rayons  de  courbure  en  A  et  B,  et  l'on  a 


PA        MA 
PB  ^  MB 


R_ 


Considérons,  en  particulier,  un  angle  de  grandeur 
constante,  circonscrit  à  deux  cercles;  on  sait  que  M 
décrit  un  limaçon  de  Pascal,  et  que  AB  enveloppe  une 
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conique;  on  a  donc  un  moyen  simple  de  trouver  le 
point  P  où  cette  droite  touche  la  conique  enveloppe. 
La  construction  de  P  est  encore  plus  simple  si  les  deux 
cercles  sont  égaux. 

On  peut  aussi,  comme  cas  particuliers,  considérer 
un  angle  droit  circonscrit  à  une  conique  à  centre,  ou 
un  angle  constant  circonscrit  à  une  parabole. 

IL  Un  segment  de  droite  AB,  variable  de  grandeur 
et  de  position,  se  déplace  de  telle  manière  qu'un  élé- 
ment géométrique,  dépendant  de  la  droite,  demeure 
constant.  Soit/  cet  élément. 

On  demande  la  condition  pour  qu'un  autre  élé- 
ment C5,  dépendant  de  la  droite,  soit  maximum  ou 
minimum. 

Pour  obtenir  cette  condition,  on  cherchera  le  point 
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OÙ  la  droite  AB  louche  son  enveloppe,  l'élément  f 
étant  constant,  puis  le  point  où  AB  touche  son  enve- 
loppe, l'élément  es  étant  constant;  puis  on  exprimera 
que  ces  deux  points  coïncident.  Ce  principe,  évident, 
s'applique  aussi  au  cas  où  la  droite  est  remplacée  par 
une  courbe. 

Applications.   —    i"  Une  droite  AB,  de  longueur 
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constante,  se  déplace  de  manière  que  A  et  B  décrivent 
une  courbe  donnée.  Condition  pour  que  l'arc  AB  soit 
maximum  ou  minimum. 

Le  point  P'  où  AB  touche  son  enveloppe,  si  l'arc  AB 
est  constant,  est  donné  par  la  relation 


P  A 


cette  relation  s'obtient  en  considérant  les  surfaces  des 
triangles  infiniment  petits  P'AA',  P'BB',  A'B'  étant 
une  position  de  la  droite,  infiniment  voisine  de  AB. 
On  déduit  de  cette  relation 


P^ 


MB 
MA 
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D'autre  pari,  le  point  P,  où  AB  touche  son  enve- 
loppe, AB  étant  de  grandeur  constante,  est  donné  par 
la  projection  sur  AB  du  point  I  où  se  rencontrent  le> 
normales  en  A  et  B. 

En  exprimant  que  P  et  P'  se  confondent,  on  trouve 
MA  =  MB,  résultat  très  simple.  Même  résultat  si  AR 
se  déplace  de  manière  que  l'arc  AB  reste  constant,  et 
si  l'on  demande  le  minimum  ou  le  maximum  de  la 
corde  AB. 

2°  Une  droite  AB  de  longueur  constante  se  déplace - 
trouver  la  condition  pour  qu'elle  détache,  dans  la 
courbe,  un  segment  de  surface  maximum  ou  minimum. 

H  faut  que  la  projection  P  sur  AB  du  point  I,  centre^ 
instantané  de  rotation,  soit  au  milieu  de  AB. 

3°  L'angle  AMB  est  constant  ;  quelle  est  la  condition 
pour  que  l'arc  AB  soit  maximum  ou  minimum.  On 
trouve  que  les  rayons  de  courbure  en  A  et  B  doivent 
être  égaux. 

4°  L'angle  AxMB  est  constant;  quelle  est  la  condi- 
tion pour  que  le  segment  de  la  courbe  détaché  par  AB 


ait  une  surface  maximum  ou  minimum  ?  l*  doit  être  au 
milieu  de   VB;  on  a  donc 

IVÏA  _    W 

MB  ~  Ir* 
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5°  Une  droite  AB  de  longueur  conslanle  se  déplace 
et  rencontre  une  circonférence  donnée  en  A  et  A^,  et 
une  autre  circonférence  donnée  en  B  et  B'.  La  condi- 
tion pour  que  la  somme  des  arcs  AA',  BB'  soit  maxi- 
mum ou  minimum  est  que  AB  passe  par  un  des  centres 
de  similitude  des  deux  circonférences.  Ce  résultat  se 
démontre  en  remarquant  que  les  tangentes  en  A  et  B 
doivent  être  égales,  ainsi  que  les  tangenles  ou  VetB', 
d'après  ce  qui  précède. 

(i*^  Normale  à  une  courbe,  de  grandeur  mavimumou 
minimum.  Soit  en  A  la  normale  qui  rencontre  la  courbe 
<3n  un  second  point  B;  le  point  où  la  normale  touche 
son  enveloppe  doit  coïncider  avec  la  projection  sur  AB 
du  centre  instantané  de  rotation,  AB  étant  une  droite 
de  longueur  constante,  se  déplaçant  de  manière  que  A 
et  B  décrivent  la  courbe;  cette  projection  est,  ici,  le 
point  B;  donc,  la  normale  maximum  ou  minimum  est 
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celle  qui  rencontre  la  courbe  en  un  point  B  où  cette 
courbe  est  rencontrée  par  sa  développée;  ce  résultat 
est  intéressant  dans  le  cas  des  coniques. 


f 
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NOUVELLES    IDENTITÉS; 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


J'ai  signalé  en  191 7  (p.  4 ^^-4^2),  des  faits  de  calcul 
relatifs  aux  systèmes  des  quantités 


X  ei  u  "se  correspondant,  ainsi  que  }'  et  k\  etc.;  ce* 
faits  peuvent  être  étendus  aux  systèmes 


^1,     JKi,      >5i,       ..., 

^ti   y-ij    ^2^    •  •  •  ? 

^3,      JK3,       ^3,        ■", 
.  .  ,        .  .  ,        .  .  ,        .... 

Le  coefficient  binomial  Cf„  doit  alors  être  remplacé 

P 
P'^r  ■>   ,/" —  y  avec  li  -\-  k  -^ .  .  .=^  m. 
'       ^  h  '  /. 

Si  Ion  pose 

P  J  =  ar(  j"  —  I  ) .  . .  (  .r  —  A  -f-  II, 
r  équation 

\^  P'"  P'"                              ^"'        'V^  n/<   p/'         p/'  p/'        _u_       —,, 
Zj  '    '  <  »   v,  •  •    -r-.  .  .-f-   j,^^  p^  ^  1   v,  la...»  V.  »  v, -  -  '»• 

qui  généralise  V équation  (\  \)  de  la  page  4>97  admet 

les  solutions 

.r  1  -I-  .Tj  H-  .  .  .  =  (  /«  —  I  )  —  a , 
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a,  ji,  ...  étant  des  entiers  positifs  ou  nuls  qui  véri- 
fient les  conditions 

a. -\-  ^  -{- .  .  S  m  —  I. 

On  n'oubliera  pas  que,  dans  l'équation  considérée, 
/i,  X,  .  .  .  sont  des  indices  et  non  des  exposants. 

En  considérant  le  seul  système  x^^  X21  ^3,  .  .  . ,  on 
a  ceci  : 

U  équation 

qui  généralise  Véquatio?i  [11]  de  la  page  4^>2,  est 
résolue  par  les  formules 

a^i  -h  372  -f- . . .  =  m  —  I ,        rti  —  2 ,         . . . ,        o  ; 

le  premier  membre  de  cette  équation  est  identique 
au  produit 

Exemple  (avec  7?i  =  3)  : 

^l('^l  —  l)(^l  —  2)-f-  .  .  .-1-  3a7i(a7i  —  l)x^-T-.  .  .-r-^CCxX-iXz 

^{Xi-^  Xi-\-  Xi){Xx-\-  X^_-\-  X^ \){Xi-^  X^-\-  X-i —  2). 


CORRESPOmilVCE. 


M.  F.  Balitrand.  —  Sur  la  chaînette  d'égale 
résistance.  —  Aux  propriétés  de  cette  courbe  signalées 
récemment  dans  ce  journal  (AoMP.  y^/i/i.,  I9i7,p.36i  ; 
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1918,    p.   307),  on  peut  eu  ajouter  quelques  autres. 
Nous  conservons  les  notations  tleja  employées. 

La  droite  qui  joint  les  milieux  des  premier  et 
troisièm^e  rayons  de  courbure  de  la  chaînette  est 
perpendiculaire  à  MI,. 

Jl  en  résulte  une  construction  simple  du  troisième 
rayon  de  courbure,  et  par  suite  de  la  conique  oscula- 
trice,  en  un  point  de  la  courl^e. 

On  a  aussi  la  curieuse  propriété  suivante  : 

La  caustique  par  réflexion  de  la  chaînette  pour 
des  rayons  incidents  perpendiculaires  à  Vaxe  a 
pour  développée  une  courbe  qui  coïncide  avec  la 
seconde  développée  de  la  caustique  pour  des  rayons 
incidents  parallèles  à  Vaxe. 

La  cliainetto  d'égale  résistance  a  pour  radiale  une 
droite.  Plusieurs  des  courbes  qui  lui  sont  associées 
ont  aussi  des  radiales  sijuples.  C'est  un  fait  remar- 
quable; car  on  sait  que  les  ('()url)es  célèbres  qui  ont 
des  radiales  sont  rares.  Ainsi  : 

/vrt  développée  de  la  chaînette  a  pour  radiale  une 
parabole; 

Ixi  seconde  développée  a  pour  radiale  une  courbe 
affine  d 'un  folium  parabolique  droit  ; 

La  caustique  par  réjlexion  pour  des  rayons 
incidents  parallèles  à  l'axe  a  pour  radiale  deux 
strophoïdes  droites; 

La  développée  de  cette  va usli(]ue  a  pour  radiale 
une  parabole  ; 

La  caustique  par  réflexion  pour  des  rayons 
incidents  perpendiculaires  à  Taxe  a  pont  radiale 
une  conchoïde  focale  de  parabole; 


(  433  ) 

La  courbe  (P')  a  pour  radiale  une  triseclrice  de 
Mac-La ur in  .    , 

Plusieurs  (le  ces  courhes  oui  aussi  des  e(]uaUuiis 
inlriusèques  siiuples. 

L^ équation  intri/tsi^r/ue  de  la  caustique  par 
ré/lexion  de  la  chaînette^  les  rayons  incidents  étant 

parallèles  à  laxe  est  p  =  -  \    e'^  —  i  ;  très  voisine  de 

celle  de  la  tractrice  p  =  a  v   e"  —  i  ; 

f^^ équation  intrinsè(jue  de  la  développée  de  cette 

caustique  est  p  =  —  H ;  très  voisine  de  celle  de  la 

^  ^        4       « 

52 

chaînette  ordinaire  p  =  a— • 

'  a 

L^équation  intrinsèque  de  la  courbe  {V)  est 
z  zza-^xe"  -{-  e    "  );  très  voisine  de  celle  de  la  chaînette 

d'égale  résitance  z>  =^-\e" -{-  e     "/  et  de  celle  de  la 

syntractrice  p  =  -.\e"  +  e     "  '. 
•I 

M.  L.  Poli.  —  Au  sujet  d'un  article  de  M.  I  .  Thé- 
bault.  —  M.  Tiiébault  démontre  {Nouv.  Ann.^  '9'<^> 
[).  ^97)  411e  l'ortliopôle  0  d'une  droite  A  a  luèuic 
puissance  |)ar  rap[)()rt  au\  cercles  (o,,,  (o^,  (u^-  qui  onl 
pour  diauiètres  res[)eclifs  les  droites  joii^nanl  les 
sommets  d'un  triangle  aux  intersection  de  A  avec  les 
côtés  opposés. 

Il  en  conclut  que  z>  est  le  centre  radical  des  trois 
cercles.  Or  ceux-ci,  ayant  pour  diamètres  les  diago- 
nales du  quadrilatère  complet  formé  par  les  trois  cotés 
du    triangle    et    la  droite  A,   ont,   comuie  il   est   hien 
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couuii,  nw'me  a\o  radical.  Il  laul  donc  dire,  non  pas 
que  Ci  (îst  leur  ecnlre  radical,  point  indéterminé,  mais 
bien  cjuc  es  est  sur  Taxe  radical  commun  des  trois 
cercles  considérés. 


SOLITIOX^  DE  ODESTIOAS  PllOI»OSÉtS. 


1730. 

(  I8'J6.   p.    :!|H  . 

Si 

.r, 

J'2 

•f\  =  — 

=  A 

— 

b. 

,/h  - 

-  ^• 

=  ^,. 

— 

<!• 

s/d- 

-  a 

et  SI 
montrer 

'l 

lie 

s„  = 

:   X 

Il 
1    * 

-x'i-^x'i-^x'!, 

S;, 
j 

S 

' 

Sï^:^ 

-  1] 

^'. 

1 

1  .■> 

.  7. 

r 

■    1  ■ 

")         1 .  •)  .  3 

i 

II. 

-J. 

S 

OI.UTION 

V 

ar 

M. 

11.  Huoc  \\\ 

p. 

S<.ii 


X'*—  \x^-~  Wx'-  —  C^     -r    I)  —  (» 


rc<|ualion  avant  pour  racines  les  cjuanlilés  ((-«icssiis  désignées. 
<>n  a  les  rclalions  classiques  d'Albcil  Girard  el  de  .NcNvlon 

S,  — A       :^  o, 

Sj—  AS,-r-  '.  li    "  o. 

Sa- AS.,4- I5S,  — ;>(; 

Si— AS3 -h  HS.— (;S,H-  ',  h    =0. 

Si—  ASv       hSa—  CSj-+-  DS,  =  o. 

Mil    \    raisuni    Si-    •>.    pui"»  cliniinam    A,  |{.   <!,  D  entre  ces 
ciii<i    ««inâlions,   on   parvirnl    aisonuMit   à    la   fornutle   iiidic|iiée 


(  4:^5  ) 

on  encore  à 

'iîS,4-  'ioS-l^-,~hS'i^  3oS,Si. 

Note.  Après   lecture   «le  celle   solution   très  simple,   on 

pourra  s'étonner  qu'elle  se  soit  fait  attendre  plus  (lc\ingtans. 
I.e  motif  en  est  peut-être,  d'après  une  suggestion  de  M.  Lai- 
sant,  un  vain  semblant  de  précision  donné  dans  l'énoncé  aux 
quantités  ^j,  x^.  ^3,  a:'4,  alTectées  de  signes  distincts,  parfai- 
tement inutiles,  et  qui  ont  été  spécifiés  pour  ariètcr,  em- 
brouiller et  faire  hésiter  le  lecteur. 

D'autre  part,  il  est  bien  singulier  aussi  d'introduire  une 
somme  de  carrés  identiquement  égale  à  zéro.  Quelles  que 
soient  les  racines  X],  To,  .ra,  .r-,  su|>po5écs  numériques,  leurs 
carrés  doivent  être  positifs,  et  pour  que  la  somme  desdits 
carrés  soit  nulle,  il  faut  que  l'un  d'eux  au  moins  soit  négatif, 
d'où  une  contradiction  ou  une  impossibilité  apparente. 

Soient  a,  h,  c,  d  quatre  quantités  quelconques  réelles, 
raniïèes  dans  leur  ordre  de  arandciir 


On  aura 


«  >  />  >  c  >  </. 

.2',  =  ±:  y/rt  —  />,  Xo  —  zb  sj h  —  r,  x-x  =  di  y/^  —  r/, 

quanlitès  lèellos,  mais 


^1 


h  \l  d  —  a 


est  imaginaire  (et  sans  conjuguée). 

Si  au  contiaire 

a  <  h  <ic  <Cd, 

une  seule  des  quantil«''s  xt  sera  réelle  et  les  trois  autres  seront 
imaginaires. 

Dans  l'un  et  l'autre  cas,  il  y  aura  un  nombre  impair  d'ima- 
ginaires, ce  qui  s'oppose  à  l'existence  d'imaginaires  conjuguées 
pour  représenter  les  racines  imaginaires  d'une  équation  à 
Coefficientf  réels.  Il  faudra  donc  alors  que  l'équation  consi- 
dérée ait  des  coefficients  imaginaires,  ce  qui  est  une  nouvelle 
contradiction . 

(.a  condition  S.r-=o  e^^t  artificielle,  car  si  l'on  ;i.  eu  (piau- 
tités  littérales, 

(dz  v/;ri~^)2  ^  (  ±  /^^Z^)2  ^  (±  ^c  —  dY-  -h(±  v/Z"-^^>2  ^o. 


(  1-^fi  ) 

celle  idenlité  al«;ébii(|uo  ne  se  \érilie  pas  el  même  esl 
impossible  en  nombres  réel?. 

Il  n'v  a  donc  pas,  à  vrai  dire,  d'équation  algébrique  réelle, 
(In  quatrième  degré,  dont  les  quatre  racines  aient  zéro  pour 
somme  de  leurs  carrés. 

L'exercice  1730  a  probablement  été  forgé  de  toutes  pièces 
(>Dmmc  curiosité  algébrique  ne  correspondant  à  aucune  réalité. 

1847. 

'  19(1(1,  |i.  i',)i:  litiT.  p.   !..()  > . 

Un  fil  liowogène  de  lon::;;ueuf  /,  dont  le  poids  par  unité 
de  longi/eur  est  m,  est  attaclié  par  une  de  ses  extréinitcs  à 
un  point  fixe ^  tandis  que  V extrémité  libre  porte  un  poids  p. 
Ce  fil  est  soumis  à  l'action  du  vent  soufflant  horizontale- 
ment avec  une  intensité  et  dans  une  direction  constantes. 
On  admet  que  la  pression  du  vent  sur  chaque  élément 
injiniment  petit  du  fil  est  proportionnelle  au  carré  de  la 
composante  normale  de  la  vitesse,  et  l'on  demande  de 
déterminer  la  forme  d\'quilihre  du  Jil.  Examiner  ce  que 
devient  celteforntc  d' équililire  dans  le  cas  où  p  =  o. 

M.  d'Ocvcne. 
Solution 
Par  M.    Pnn.TîF.m    i»i:  Pi.i.ssis. 

Si  a  est  langl»'  de  la   normale   au  lil   sur  Tliorizon.  m    une 

constante,    T    la     Icnsion    du    lil,    les    équalions    d'équilibre 

s'érrivenl 

dT 

(   l    )  — r-    =   HT  COSa. 

(fS 

(  •>.  )  I  -j-  =  n\  cos-a  —  m  -^in  2. 

ds 


(I  nii,   ci 


,.  ITT  , 

I  on  nos»'  —  ^^  •>/. 
m 


d'X  1 A  cos  a  dx 


'V         cos- a  —  7/sina' 
rquation  dont  l'intégrale  est 


<  i  i 


\ / 1  H-  /. *  —  k  -   sinx  ' 


Il  <',  r*t   inif?  i  .«II"!  ;nitt'  aibiliaire 


(  i>7  ) 

Si  l\m  supj)ose  l'oiî^'^ine  des  arcs  prise  à  l'crtrémilé 
libre  A,  la  tangente  en  ce  point  étant  verticale  et  la  tension 
égale  à  /?,  on  détermine  la  constante  G  en  écrivant  que,  pour 
a  =  o,  on  doit  avoir  T  =/?,  ce  qui  donne 


(5) 


T 

P 


\ -A- {\/ \ -^  k^  —  k)  sina 
I    -  (Vi4- A2-h/-)sina 


v^ 


On  aura  ensuite  l'arc  .9  et  les  coordonnées  x  et  y  (rappor- 
tées à  l'horizontale  et  à  la  verticale  de  l'extrémité  libre)  au 
moyen  des  équations 


(6 


ds  = 


dT 


rn  sin  a 


dx  = 


dT 


dy 


d'\ 


t  a  n  {2  a , 


eu  égard  à  ce  que,  pour  a  =  o,  on  doit  avoii-  ^  =  a?  =  ^  =  o. 
Soit  ao  l'angle  aigu  délini  par  l'équation 


(7) 


sina 


-    /l-f-   /.2—  k. 


L'angle  a  reste  toujours  inférieur  à  «o?  sans  quoi,  d'après  (4), 
T  deviendrait  infinie,  résultat  impossible  puisque  T,  eu  vertu 
dé  (i),  est  toujours  inférieure  à  p  -h  vjs. 

On  voit  ainsi  que   la  courbe   n'a    pas  de    point  d'inilexion, 

d^ 

car,  T  restant  finie,  -r-»  en  vertu  de  (•>.),  ne  peut  s'annuler  que 

pour  /?icos'-a  —  rosina  =  o,  ou  cos^a —  2 /sina  =  o,  équation 
qui  donne  précisément  sina  —  sinap. 

Remarquons  enfin   que   le   rayon  de  courbure  à   lexlréniilé 

libre  A,  valeur  de  -p-  pour  a  —  o,  est  éiîal  à  —  • 
dy.  '  ^         i^f 

Supposons  maintenant  que  /?  devienne  infiniment  petit.  Le 
rayon  de  courbure  en  A  tend  également  vers  zéro;  c'est-à-dire 
qu'au  voisinage  de  ce  point  la  tangente  peut  tourner  d'un 
angle  fini  pour  un  déplacement  infiniment  petit  le  long  du  lil. 
D'autre  part,  la  formule  (4)  montre  que  (la  constante  C  deve- 
nant infiniment  petite  avec  />)  la  tension  T  est  infiniment 
petite  à  moins  que  le  dénominateur  \/ \ -^  k^ — k  —  sina  ne 
soit  lui-même  infiniment  petit.  Or,  eu  vertu  de  (0,  la  tension 
est  finie  dès  que  s  est  finie.  Il  en  résulte  que,  pour  tous  les 
points  à  distance  finie  de  A,  l'angle  a  diffère  inlinimcnt  peu 
de  la  constante  «o-  A  la  limite,  en   faisant  p  =-.  o,   on  trouve 


(  4^^  ) 

r|ii(!   la   fonno  (rr-rjuilibre   ne   peut    «linérei-  fl'une   ligne  tiroite 
faisiint  l'an^ïle  ao   avec  la  verJicale.   i^lfleclivemenl,    cet  angle 

constant  donne  pour  -r  et  pour  mcos-vi  —  CTSinades  valeurs 
'  as 

nulles  qui  vérifient  l'équation  (■>).  Quant  à  l'éqnalion  (i)  elle 

fait  connaître  la  tension  qui  est  T  =  TïT^cosao.- 

L'angle  %q  est  nul   pour   A  =  ce  (absence  de  vent)  et  égal 

à  —  pour  /.  =  o  (\ent  infini). 


OIIESTIO^S. 


2;{7:î.  Une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  ayant  pour  section 
droite  une  épicvcloïde  admet  des  plans  de  symétrie  passant 
par  une  uiéme  droite;  soient  0  la  projection  des  sommets  de 
l'hélice  sur  cette  droite:  A  un  point  de  l'hélice,  B  le  centre 
de  In  sphère  osculatrice  eu  ce   point,    il  y   a    une  relation   du 

premier    degré    entre    OA     et   OP.    :  /n(^\   ^  nOB  =(/-:    ni. 
Il  cl   (T^  cou^lanls.  A.  Tellet. 

•2374.  Soient,  sur  un  cercle  de  centre  0,  wn  p<»iui  fixe  A  et  un 
point  v'ariable  ÎM.  Le  centre  de  gravité  (i  de  l'arc  AM  décrit 
une  courbe  (G)  dont  (en  vertu  d'une  propriété  connue  des 
courbes  quelconques;  voir  .V.  A.,  i88G,  p.  6'))  la  tangente 
passe  par  le  point  M.  Cela  posé,  démontrer  que,  si  la  perpen- 
diculaire «levée  en  ."NI  à  iMG  coupe  en  II  la  parallèle  à  O.M 
menée  par  G.  et  si  les  perpendiculaires  menées  à  .MG  par  O 
et  à  ()('•  en  son  milieu  se  rencontrent  eu  I.  la  droite  qui 
joint  le  poiiii  II  au  centre  de  courbure  i\<'  la  courbe  (G)  e-«l 
parallèle  à  celle  qui  joint  le  jH^inl  «)  au  milieu  de  AIL 

M.   n"(  >rv(.\i 


"iinr».  Si  le  cercle  V\  roule  par  sa  conca\ilé  <«ur  le  cercle  1" 
•  le  ra\on  ujoilié  moindre,  loule  droite  eut  rainée  <lans  le  mou- 
vcmeut   d«>    \\  a   pour  enveloppe  un   cercle   doul  le  centre  -«e 


(  43.)  ) 

I  louve  sur  T  (  '  ),  et  tout  point  lié  à  l'i  décrit  un  limaçon  de 
rnscal.  M.   i)'Ot:.\GNF. 

':237g.  IjA  caustique  par  rcllexiou  d'une  cycloïde  [)uur  des 
rayons  incidents  perpendiculaires  à  la  base  est  une  autre 
cycloïde  (J.  l]ernoulli  ).  Démontrer  que  lorsque  les  rayons 
incidents  sont  |)arallclcs  à  la  base  la  eausticpie  est  une  courbe 
parallèle  à  une  cycloïde.  T.    Halitram). 

2377.  Al.  G.  lluinbert  a  démontré  que  la  caustique  par 
rédexion  d'une  liypocycloïde  à  trois  rebroussenienls  II3,  pour 
des  rayons  incidents  perpendiculaires  à  une  tangente  de 
rcbroussement,  est  une  liypocyeloïde  à  quatre  rebrousse- 
nicnts  II4.  Prouver  que  le  théorème  subsiste  quand  les  rayons 
incidents  sont  parallèles  à  une  tangente  de  rebroussement. 

V.  Balitram). 

2378.  L'équation 

a-'  -h  .r'"' —  G^'"' —  }./•'* -H  loif'^-f-  {')./- —  \x  —  i  =•  o 

est  entièrement  résoluble  sans  employer  d  autres  ssuibole» 
([ue  des  radicaux  carrés.  Former  l'expression  algébrique  des 
racines,  toutes  réelles.  H.   ui:  Montili.k. 


237*.).   Soient  .x\>.  J^i,  .  . 
unité,  /n  étant   pair^  déi 


V 


r'ii—'- 


■r,,  ./'j,.r 

0  I 

(t  o 

o  o 


.,  j-'j,,   ...,  .r/;,-!  les  riicmes  /i    ^    de 
lontrcr  que  l'on  a 


J-nJ-' 


•/y  Jl  ./ 


,/  I,  J 


I 


:=     ///  I   ,/• 


I   '. 


,1.     UoiCllMO. 


2380.    Appelons  «  droite  de  déviation  d'une  courbe  (NI)  en 


(*)  Cette  première  partie  de  l'énoncé  peut  cire  regardée  comme 
réciproque  de  l'exercice  n"  7  des  Problèmes  de  Mécanique  ration- 
nelle (le  M.  K.  Kabry.  (M-  <^-) 


(  i  io  :i 

un  point  M  »,  la  droite  qui  joint  ce  point  au  centre  Ci  de 
courbure  de  la  développée  (C)  correspondant:  le  point  de 
contact  O  de  i\ICj  avec  son  enveloppe  se  IrouNC  sur  la  droite 
de  déviation  de  (C;.  Lorsque  0  est  fixe,  la  courbe  (M;  est 
une  épicycloïde  à  base  réelle  ou  imaginaire,  ou  une  dégéné- 
rescence. Dans  le  cas  général,  O  est  le  centre'  d'une  épi- 
cycloïde  ayant  un  contact  du  quatrième  ordre  avec  la 
courbe  (M).  Soit  V  la  projection  de  C,  centre  de  courbure 
de  (M)  en  M  sur  la  <lroite  de  déviation  iMGiO;  le  carré  du 
rayon  de  la  base  de  cette  épicycloïde,  B^,  est  égal  à  UAi.OF. 

Lorsque  B^  est  constant,  O  n'étant  pas  fixe,  on  a  B*=  —  OM 
et  par  suite  OP  —  —  O^L  Construire  la  courbe. 

A.  Pellet. 

2381.  Les  liclices,  pour  lesquelles  la  droite  joignant  un  |)oint 
de  la  courbe  au  centre  de  la  sphère  osculalrice  correspon- 
dante s'appuie  sur  une  droite  fixe,  appartiennent  à  des 
cylindres  dont  les  sections  droites  sont  des  épicycloïdes. 

A.  Pkllet. 

238^2.  Considérons  deux  lignes  asymptotiqucs  de  la  surface 
réglée  formée  par  les  normales  principales  d'une  courbe  (  M  >. 
Soient  r  cl  /i  les  distances  au  point  .M  de  celte  courbe  des 
points  de  rencontre  de  ces  asymptotiqucs  avec  la  génératrice 
passant  par  Al,  T  le  ra\on  de  torsion  en  M  de  la  courbe  (M); 
on  a 

2 L  -  _îl 


r 


C  élant  une  ronslanle.  A.  PelliîT. 


(44.  ) 


[M»3i] 

SUR  LES  TROISIÈME  ET  OUATRÏÈWE  CE\TRES  DE  COIIRBLRE 
DES  GOIRUES  DE  CESARO  ; 

Par  m.   R.   GOORMAGHTIGH. 


1.  Soient  M  un  point  d'une  courbe  de  Gesàro  F 
d'indice  7i,  dont  le  cercle  directeur  a  pour  centre  O  et 
pour  rayon  r,  et  G^  Gj,  G2^  G3  les  quatre  premiers 
centres  de  courbure  successifs  de  F  correspondant  au 
pointM.La  connaissance  des  éléments  /î,  O,  /'  entraîne 
celle  des  deux  premiers  centres  de  courbures  G  et  G,. 


En  effet,  si  P  désigne  le  point  où  la  polaire  de  M  par 
rapport  au  cercle  directeur  rencontre  MG,  on  a 

GP  =  /iMG; 

d'autre  part,  si  l'on  appelle  Q  le  point  d'intersection 
du  rayon  vecteur  OM  avec  GG|  on  a 


ce,  :GQ  =  (i  — n):(n-/0. 

Proposons-nous  de  déterminer  le  troisième  centre  de 
courbure  G2  correspondant  au  point  M  de  F.  Prenons 
comme  axes  mobiles  des  x  et  des  y  la  tangente  et  la 

Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  XVIII.  (Décembre  1918.)   34 
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normale  au  point  G  de  la  développée  T'  et  F,  la  direc- 
tion positive  de  l'axe  des  oc  ayant  le  sens  de  la  semi- 
droite  MC,  celle  de  l'axe  des  y  ayant  le  sens  de  la  semi- 
droite  GG|.  Soient  p  et  s  le  rayon  de  courbure  et  l'arc 
de  n  en  G,  l'origine  des  arcs  comptés  surF' étant  choisie 
de  manière  que  les  coordonnées  de  M  soient  ( —  5,  O); 
désignons  encore  par  a  et  [^  les  coordonnées  variables 
du  pôle  fixe  O  et  posons  A  =  (i  —  /i)  :  (i  -f-  /i).  Les 
équations  de  OM  et  G|  G2  s'écrivent  alors 

[3ir  —  (a.  -ir-  3)^"  -7-  ^s  =  o, 

Les  coordonnées  du  point  G2  où  G1G2  touche  son 
enveloppe  s'obtiennent  en  résolvant  le  système  formé 
par  (i)  et  l'équation 

(-)  (r-P)^-^-^+?|^=o, 

^    ^  *-^'^dx  dy         '    ds 

ou 

(3)      _(.  +  .):r+o(^^+,)^-Xpsf  ->,3o  =  o. 

Or,  le  point  O  étant  fixe,  on  a,  d'après  les  formules 
de  Gesàro, 

J^'équation  (3)  s'écrit  donc 

(a-h  5)  a?  —  1^^  -i-  ^^P?  —  ^^3t5  =  o. 

En  y  taisant  j)'  =  p^  ^11  trouve  l'abscisse  de  G2  et  l'on 
en  déduit  facilement  la  construction  suivante  : 

Si  OG  et  la  perpendiculaire  abaissée  de  G  .varOM 
coupent   G1C2   en    R  et    S,    le  segment    llGj  vaut 


I 
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Le  cas  des  cycloïdales  correspond  ù  n  =  o\  on 
retrouve  que  le  premier  et  le  troisième  centres  de 
courbure  sont  collinéaires  avec  le  pôle. 

Pour  n= — 2,  on  obtient  cette  construction  du 
troisième  centre  de  courbure  en  un  point  M  d'une 
conique  de  centre  O,  si  l'on  suppose  construits  les 
deux  premiers  centres  de  courbure  G  et  Ci  : 

La  droite  OG  et  la  perpendiculaire  abaissée  de  G 
sur  OM  coupent  G,  G2  en   R  et  S;  Gg  est  le  point 

obtenu  en  portant  sur  RG,    le  segment  RG2  égal 

à  4  SG, . 

Remarquons  que  les  considérations  qui  précèdent 
sont  également  applicables  au  cas  limite  de  la  chaînette 
d'égale  résistance;  le  point  O  est  alors  à  l'infini  et  l'on 
a  A  =r  —  I. 

2.  La  construction^générale  obtenue  plus  haut  s'ap- 
plique en  particulier  aux  spirales  sinusoïdes  et  aux 
courbes  de  Ribaucour;  rappelons,  au  sujet  de  ces 
€ourbes,  que  Gesàro  a  donné  (^)  une  construction  du 
troisième  centre  de  courbure  pour  une  autre  classe 
générale  de  courbes  qui  les  comprend  également  comme 
cas  particuliers;  ce  sont  les  courbes  définies  par  l'équa- 
tion intrinsèque 

(5)  ■-     ^  '^^ 


\/M(y""-i 


Pour  ces  courbes,  le  troisième  centre  de  courbure  G2 
s'obtient  de  la  manière  suivante  : 

Soient  L  le  point  qui  divise  GM  dans  le  rapport 

(^)  Natûrliche  Géométrie,  p.  77. 
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de  là  I  —  l  et  ¥k.  le  point  qui  diiise  CG,  dans  le 
rapport  de  (m  -i-  i)  l  à  i  —  (m+i)/;  la  perpendi- 
culaire élevée  en  L  sur  LK  passe  par  le  troisième 
centre  de  courbure  cherché. 

3.  Courbes  de  Cesàro  osculatrices.  —  Une  courbe 
de  Cesàro  F  d'indice  donné  n  oscule  une  courbe  quel- 
conque Y  en  un  point  M  quand  elle  a  avec  celle-ci  un 
contact  quintij)oncluel  en  M;  alors  les  trois  premiers 
centres  de  courbure  de  F  et  v  en  M  coïncident.  On  a 
donc  cette  construction  pour  le  pôle  O  de  la  courbe  de 
Cesàro,  d'indice  donné  n,  qui  oscule  une  courbe  y 
en  un  point  M,  connaissant  les  trois  premiers  centres 
de  courbure  de  v  en  M  : 

Soient  Q  le  point  qui  divise  CC<  dans  le  rapport 
de  \ -\- n  à  '271.,  S  le  point  où  la  perpendiculaire 
abaissée  de  C  sur  MQ  coupe  C,  C2,  R  /<?  point  obtenu 
en  prenant  C2R  égal  à  —^ —  C,  S  ;  la  droite  CR  coupe 
MQ  au  pâle  cherché. 

En  particulier,  quand  on  construit  le  centre  de  la 
conique  qui  oscule  une  courbe  donnée  en  M,  le  seg- 
ment (^oR  vaut  4C|  S. 

i.  En  dérivant  sous  la  forme  (2)  l'équation 

(a-h  5)37 -H  jjl3p  —  Xas  =  o         {\^  =^f-  —  0 

de  la  parallèle  à  CC,  menée  par  C^,  et  en  tenant  compte 
des  relations  (/(),  on  trouve 

(a-r-5)(y  —  p)-h  ^x  —  [Jiap 

4-  \x'ào-r-  —  Xao  — XSs-h  \ps  =  o. 
^  '  as 

En  rcmirquanl  que  (i;,  a  pour  abscisse  — p  7/  '  ^^^^ 
voil  (jiH'  <:c  poinl  a[)partient  à  la  droite 

^a  -h  s)  y  —  (X  —  •).')  ^x  —  p  [(aX  H-  i)  a  —  (X  — 2)^]=  o. 
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On  déduit  de  là  cette  construction  du  point  C3  : 

Soient  a  et  a'  les  projections  de  O  suvMCa  et  C,  G2, 
g^  A,  k  les  points  qui  divisent  Oa  dans  le  rapport 
de  2(i-\-2  7i)  à  i-i-3/i^  aa'  dans  le  rapport 
de  rH-3/i  à  2«,  Ma  dans  le  rapport  de  3  —  n 
à  1+3  71.  La  parallèle  à  M. g  menée  par  l'inter- 
section de  ce,  et  kh  passe  par  G3. 

5.  Quatrième  centre  d^une  classe  de  courbes 
remarquables.  —  La  construction  précédente  s'ap- 
plique en  particulier  aux  spirales  sinusoïdes  et  aux 
courbes  de  Ribaucour.  On  obtient  une  construction 
plus  simple  pour  le  quatrième  centre  de  courbure  de 
ces  courbes  en  les  considérant  comme  cas  spéciaux 
des  courbes  (5).  En  dérivant  l'équation  (5)  trois  fois 
par  rapport  à  5,  on  obtient  une  relation  dont  on  déduit 
aisément  cette  construction  du  quatrième  centre  de 
courbure  d'une  courbe  (5)   : 

Le  centre  de  courbure  cherché  appartient  à  la 
droite  qui  joint  le  point  qui  divise  le  premier  rayon 
de  courbure  dans  le  rapport  de  2[l-{-m)  àil  —  i  à 
celui  qui  divise  le  deuxième  rayon  de  courbure 
dans  le  rapport  de  [il —  \)  à  2I. 


[L'ila] 

SUR  m  PROBLÈi\IE  CONCEU\A^T  DES  GROUPES  DE  POL\TS 
SUR    L'HYPERBOLE    ÉOULATÈRE; 

Par  m.  R.  GOORMAGHTIGH. 


Soient  A,,  B,,  G|,  Dj  quatre  points  d'une  bjperbole 
équilatère(H)  d'équation  xy=^i]  les  orthocentres  Ao, 
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Ba,  Go,  D2  des  triangles  B,C,Di,  G,D,A,,  D4A4B<, 
A,B|C|  sont  quatre  nouveaux  points  de  (H);  soient 
de  même  A3,  B3,  G3,  D3  les  orthocentres  des  triangles 
B2G2O27  G2D2Aij,  D2A2B2,  A2B2G2,  ...  et  ainsi  de 
suite.  M.  Appell  a  donné  le  problème  de  chercher 
{Nouv.Ami.^  1918,  p.  40  s'il  est  possible  que  le  groupe 
A„B„G,/D„  coïncide  en  tout  ou  en  partie  avec  le 
groupe  initial  A,  B,  G,  D^ . 

Désignons  par  a/,  6^,  c^-,  di  les  abscisses  des  points 
A/,  B,,  G/,  D/.  On  sait  que,  lorsque  quatre  points 
de  (H)  forment  un  groupe  orthocentrique,  le  produit 
de  leurs  abscisses  est  égal  à  —  i  ;  on  aura  donc 

«2  = 7 T»  C>2  =  — 


a\biC\di  aibiCidi 

a3=  «'î  6f  cjû??  X  «1,         b3=  a^  b\c\d^  X  bi,         ..., 

CLl,  ^^ — _    ,  ^ — = — r;  j  Ol  = — _   , ;: — rr  j  •  •  •  > 

a\b\c\d[  *  a{b[c{d'i 

et,  d'une  manière  générale, 
(I)  a„  =  aiX  (—!)«->  X  (ai6,c,rf,)^". 

la  loi  de  récurrence  entre  les  A  s'écrivant 

A",i  =  — 3h,i-i  —  i; 

on  a,  par  conséquent. 

Les  relations  (r)  et  (2)  permettent  d'étudier  complè- 
tement la  question. 

Observons  d'abord  qu'en  raison  de  la  proportionna- 
lité de  a„,  6,/,  c„,  dn  et  «,,  /;,,  c,,  rf,,  les  côtés 
correspondants  de  deux  quadrilatères  A/jB^G^D^  et 
A,B|G|D,  sont  parallèles,  de  sorte  que,  si  A;,  coïn- 
cide  avec    A,,    les   autres    |)oints    B„,    G„,    D„    coïn- 
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cident  respectivement  avec  B^^  Cj ,  D<.  En  tenant 
compte  de  cette  remarque,  on  voit  que  les  manières 
essentiellement  distinctes  de  réaliser  la  coïncidence 
complète  des  deux  groupes  A,B,G|D,  et  A,iBnCn^n 
sont  les  suivantes  : 

(3)  A,,=  Ai,         B^^Bi,         C«=C,,         D,,=  D„ 

(4)  A„=Gi,         B^^Di,         G„^A,,         D,^B,, 
A,i=Bi,         B„=  Cl,         G,i=Di,         D„=  Al, 

cette  dernière  solution  n'étant  d'ailleurs  possible  que 
si  les  points  donnés  A,,  B,,  G,,  D,  sont  confondus. 
En  considérant  le  cas  (3),  on  a  ce  premier  résultat  : 

Lorsque  le  produit  ç  des  abscisses  des  points  Ai, 
B,,  C<,  Dj  sera  racine  de  l'équation 

(— 3)"-"'— 1 

il  y  aura  coïncidence  entre  les  groupes  A,iB,iCa^n 
e^A,B,G<D,. 

Gomme  solutions  réelles  on  retrouve  d'abord, 
pour  n  =  2,  le  cas  des  groupes  orthocentriques.  Pour 
/z  z=:  3,  on  a  pour  le  produit  a^  bi  c,  di  les  valeurs  —  i 
et  + 1  ;  la  première  correspond  encore  au  cas  des 
groupes  orthocentriques;  la  seconde  donne  lieu  à  la 
solution  dans  laquelle  chaque  groupe  AiBidDî  est  le' 
symétrique  du  groupe  précédent  A/_,  B/_i  G/_,  D/_i  par 
rapport  au  centre  de  (H). 

On  voit  ensuite  que  la  coïncidence  (4)  sera  réa- 
lisée si  l 'on  a 

(_3)»-i_l 
(a,6,)  2  =:(_t)« 

et  si  Von  prend  en  outre  c,  = —  «<,  ^i  = —  b^. 

Enfin  on  étudiera  de  la  même  façon,  au  moyen  des 
relations  (i),   (2),   la  coïncidence  partielle    de   deux 
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groupes  A,B,G|D,  et  An^nCn^n  en  considérant  les 
équations  qui  expriment  l'égalité  de  certaines  abscisses 
a,,  Z>,,  c,,  <:/,  et  a/i,  b^  c«,  <:/„;  rappelons  seulement 
que,  d'après  une  remarque  faite  plus  haut,  il  sera 
impossible  de  réaliser  une  coïncidence  partielle  dans 
laquelle  deux  points  correspondants,  A,  et  A^  pai- 
exemple,  seraient  confondus,  car  alors  les  autres  points 
correspondants  B,  et  B,,,  G,  et  G^,  D,  et  D^  coïncident 
nécessairement. 

Rkmarque.  —  On  peut  remarquer  que  la  condition 
(7,  />,  d  di  =-\-  i  signifie  que  les  quatre  points  corres- 
pondants sont  sur  un  cercle. 


[15] 

SIU  LES  \OMBRES  COMPLEXES 
DE  DEIXIÈ^IE  ET  DE  TROISIÈME  ESPÈCE; 

Par   m.  L.-G.  DU  PASQUIER, 

Professeur  à  l'Université  de  NeucluUel 
(Suisse). 


I.  —  Les  nombres  complexes  de  seconde  espèck. 

1.  Appelons  nombres  complexes  de  seconde  espèce 
des  complexes  de  la  forme  a=.  Oq-}-  fffj\  où  Gq  et  a, 
représentent  des  nombres  réels  d'ailleurs  quelconques 
dits  coordonnées  du  complexe  a,  et  y  un  symbole  défini 
par  l'équation 

J^c  signe  =i  (doublement  égal)  se  prononcera  <(  égal 
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par  définition  »  ou  «  identiquement  égal  »  suivant  que 
l'égalité  résultera  d'une  définition  ou  d'opérations  algé- 
briques. «0  sera  dit  la  première  et  ai  la  deuxième 
coordonnée  du  complexe  a.  Nous  définissons  l'égalité 
de  deux  nombres  complexes  de  seconde  espèce  par 
l'égalité  des  coordonnées  correspondantes.  Si 

est  un  tel  nombre,  l'égalité  a=^  b  entraînera  les  deux 
égalités    simultanées    entre    nombres    réels    aQ=:  boj 

Soumettons  ces  complexes  de  seconde  espèce  au 
calcul  selon  «  les  règles  de  l'algèbre  ordinaire  »,  en 
tenant  compte  de  (i).  On  voit  que  l'addition,  la  sous- 
traction et  la  multiplication,  résumées  par  les  for- 
mules 

(2)  adzb  =  {ao±  bo)  -h{ai±:bi)j, 

(3)  ab  =  (a^bo-^  «1^1)  -+-  {a^bx-^  a^b  q)j 

sont  toujours  possibles  et  univoques. 

Les  nombres  complexes  de  seconde  espèce,  de  même 
que  les  nombres  complexes  ordinaires  de  la  forme 
a-hbi,  où  i^^  —  1,  renferment  comme  sous-groupe 
le  système  des  nombres  réels,  ce  qui  conduit  à  poser 
la  définition  :  un  complexe  de  seconde  espèce  r  est  dit 
réel  quand  sa  deuxième  coordonnée  est  nulle. 

A  tout  complexe  de  seconde  espèce  00  ^Xq^  x^j 
correspond  un  complexe  ic'^^To  —  x^j  dit  le  con- 
jugué de  x.  Le  produit  d'Vin  complexe  y  et  de  son 
conjugué  y^  est  réel  et  s'appelle  la  norme  de y^  en 
formule  : 

<4)    ^{y)  =  y-y=.{yQ-\-  yxj){y(s  —  yïj)  =  yl  —  y\- 

La  norme  d'un  produit  de  plusieurs  facteurs  est  égale 
au  produit  des  normes  des  divers  facteurs. 
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Ici  apparaît  la  première  différence  profonde  d'avec 
le  système  des  nombres  complexes  ordinaires  :  un  pro- 
duit peut  s'annuler  sans  qu'aucun  de  ses  facteurs  ne 
soit  nul.  Exemple  :(i  +y)(i  — /)  =  o,  en  vertu  de  (i), 
tandis  que  (i  -f-  /)  (i  —  «)  =  2.  puisque  =  1^  —  1 . 

Définition.  —  Un  complexe  x  est  dit  un  diviseur 
de  zéro.,  s'il  existe  un  nombre  complexe  y  non  nul  et 
tel  que  xy  =  0. 

Avec  M.  Berloty,  nous  représenterons  les  diviseurs 
de  zéro  par  le  signe  0  (un  zéro  divisé  par  un  trait  hori- 
zontal). On  démontre  que  tout  diviseur  de  zéro  est  de 
la  forme  Zq(\  =t  7). 

Définition.  —  Un  complexe  de  seconde  espèce 

^  =  ^0  +  ^1  y 

est  dit  «  quotient  de  a  par  6  »,  et  l'on  écrit  .r  =  j-»  si,  a 

et  h  étant  des  complexes  donnés  d'ailleurs  quelcon- 
ques, X  satisfait  à  l'égalité  hx  ==  a.  En  vertu  des 
définitions  posées,  cette  condition  est  satisfaite  si  l'on 
a  simultanément 


(5)               ao=  b(iXQ->(-  biXi, 

a,=  bo^i  -h  biXo 

Si  ^  =^0,  on  trouve 

o,\  bo —  aoby 

Dans  ce  cas,  le  quotient  est  univoquemcnt  déterminé. 

Si,  au  contraire,  b  est  un  diviseur  de  zéro,  le  quotient  -j- 

est  ou  bien  indéterminé,  ou  bien  inexistant.  Exemples  : 
le  quotient 

i^=Ço+(--S.)y  =  ? 


(  45.  ) 

est  indéterminé  puisque,  Çq  représentant  un  nombre 
réel  arbitraire,  on  a  toujours  (i  -|-  y  )  ^  =:  i  -[-  y  ;  tandis 

1  ^.^       3  +  3/,.^  .  I 

que  le   quotient  cc-^j -A  n  existe  pas,  puisque  les 

équations  (5)  qui  en  résulteraient 

3  =  5^0 —  ^^ii  3  =:  5a7i  —  dXq 

sont  manifestement  incompatibles. 

En  résumé,  les  quatre  opérations  rationnelles  ainsi 
définies  sont  toujours  possibles  et  univoques,  sauf  la 
division  par  des  diviseurs  de  zéro. 

2.  Appelons  rationnel  tout  nombre  complexe  de 
seconde  espèce  a  dont  les  deux  coordonnées  a^  et  a\ 
sont  des  nombres  rationnels  ordinaires.  Le  complexe  a 
sera  dit  irrationnel^  si  a^  ona^^  ou  les  deux,  sont  irra- 
tionnels. Dans  la  suite,  nous  envisagerons  exclusi- 
vement des  complexes  rationnels  et  les  appellerons 
souvent  complexes  tout  court.  L'ensemble  de  tous  les 
complexes  rationnels  forme  un  corps  de  nombres  ou 
domaine  de  rationalité ç\\xe  nous  désignerons  par  [  R  [; 
c'est  dire  que  les  complexes  rationnels  se  reproduisent 
par  addition,  soustraction,  multiplication  et  division^ 
pour  autant  que  la  division  est  possible  etunivoque. 

Nous  nous  proposons  de  faire  Farithnomie  de  !  R  |. 

Le  premier  pas  consistera  à  départager  le  corps  j  R  j 
en  deux  ensembles,  mettant  d'un  côté  les  complexes 
rationnels  «  entiers  »  encore  à  définir,  de  l'autre  les 
complexes  rationnels  «  non  entiers  )>.  La  définition 
suivante  que  nous  appelons  lipschitzienne  se  présente 
le  plus  naturellement  à  l'esprit  :  un  complexe  a  est  dit 
entier^  si  ses  coordonnées  sont  des  nombres  entiers 
ordinaires;  a  sera  dit  non  entier^  si  l'une  au  moins  de 
ses  deux  coordonnées  n'est  pas  un  nombre  entier.  Sur 
cette   définition   lipschitzienne  comme  base,  on  peut 
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ériger  une  arithnomie  de  [  R  !,  arithmétique  généralisée 
analogue  à  la  classique.  Un  complexe  entier  a  est  dit 
a  divisible  par  un  complexe  entier  b  »,  s'il  existe  un 
complexe  entier  c  =Co  +  c,  j  tel  que  bc-=^a\  on  dira 
dans  ce  cas  que  b  est  un  diviseur  de  a,  et  a  un  mul- 
tiple de  b.  Dans  le  cas  où  les  complexes  sont  réels, 
cette  définition  de  la  divisibilité  se  confond  avec  celle 
donnée  dans  l'arithmétique  ordinaire. 

Dans  toutes  les  questions  de  divisibilité  et  de  décom- 
position en  facteurs  premiers,  les  diviseurs  de  zéro 
doivent  être  mis  à  part,  comme  dans  l'arithmétique 
classique  le  zéro.  On  démontre  alors  qu'il  existe 
dans  jR|  quatre  unités  :  i,  — i ,  y ,  — j.  Des  com- 
plexes entiers  qui  ne  diffèrent  que  par  un  facteur 
unité,  tels  a,  — a,  aj\  — aj  sont  dits  associés.  Dans 
des  questions  de  divisibilité,  des  nombres  associés 
peuvent  se  substituer  l'un  à  l'autre. 

On  retrouve  dans  cette  arithmétique  généralisée  :  la 
théorie  du  plus  grand  commun  diviseur,  celle  du  plus 
petit  commun  multiple,  la  théorie  des  cojigruences, 
l'analogue  du  théorème  de  Fermât,  etc.,  puis  la  théorie 
des  «  complexes  entiers  irréductibles  »  qui  jouent  ici 
le  même  rôle  que  les  nombres  premiers  dans  l'arithmé- 
tique classique.  Nous  laissons  au  lecteur  de  démontrer 
que  tout  nombre  complexe  entier  de  seconde  espèce  el 
qui  n'est  pas  diviseur  de  zéro  est  décomposable  en  un 
produit  d'un  nombre  fini  de  facteurs  premiers,  c'est- 
à-dire  de  complexes  entiers  irréductibles. 

3.  Cette  aritlinomie  basée  sur  la  définition  lipschil- 
zienne  du  complexe  entier  présente  des  anomalies 
curieuses,  même  abstraction  faite  des  diviseurs  de 
zéro.  En  voici  quelques  exemples  :  il  n'existe  aucun 
complexe  entier  de  norme  :>,  ni  de  norme  2/>.  quand 
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p  représente  un  nombre  premier  impair;  l'équation 
x- — y'-^=  2  n'a  en  effet  pas  de  solutions  en  nombres 
entiers  x^  y. 

Le  procédé  (analogue  à  l'algorithme  d'Euclide)  qui 
permet  de  déterminer,  au  moyen  d'un  nombre  fini 
d'opérations  rationnelles,  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  deux  complexes  entiers  donnés  tombe  en 
défaut  dans  certains  cas.  La  décomposition  en  facteurs 
premiers,  toujours  possible,  n'est  pas  toujours  uni- 
voque.  Il  en  résulte  de  suite  qu'un  produit  de  deux 
facteurs  peut  être  divisible  par  un  complexe  premier 
sans  qu'aucun  des  facteurs  ne  le  soit.  Exemple  :  le 
produit  (9  —  77)  (  ï 7  +  ï^y  )  ^^^  divisible  par  2  et  par 
3  +  y  qui  sont  pourtant  irréductibles,  sans  qu'aucun 
des  facteurs  ne  le  soit,  comme  le  prouvent  les  égalités 

(9  -  77)  (ï7  -+-  i5y)  =  2(24  +  8y  )  =  i6(3  +  y). 

4.  Il  est  assurément  digne  d'intérêt  qu'on  puisse 
faire  disparaître  ces  anomalies  comme  par  enchan- 
tement en  définissant  autrement  le  nombre  complexe 
((  entier  ».  Adoptons  la  définition  suivante  :  un  nombre 
complexe   de   seconde   espèce   est  dit   entier   s'il  est 

de  la  forme  a  H 1 —  7 ,  où  a  et  b  représentent  des 

nombres  entiers  ordinaires  d'ailleurs  quelconques  ». 

En  vertu  de  cette  nouvelle  définition,- /,   --àz- 

'2       2  -^      2       2 

sont  des  complexes  ejitiers  quoique  ayant  des  coor- 
données fractionnaires. 

On  peut  démontrer  qu'avec  cette  nouvelle  définition 
du  «  nombre  entier  »,  l'arithnomie  devient  régulière, 
c'est-à-dire  ne  présente  aucune  des  complications  citées 
plus  haut.  En  particulier,  l'algorithme  d'Euclide  y  est 
toujours  applicable;  il  existe  des  complexes  entiers  de 
norme  ih  2;  ce  sont--dz  -  et  leurs  associés  ;  la  décom- 
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position  d'un  complexe  donné  en  facteurs  premiers  est 
toujours  possible  et  d'une  seule  manière;  un  produit 
de  deux  facteurs  ne  saurait  être  divisible  par  un  com- 
plexe irréductible  sans  que  l'un  au  moins  des  facteurs 
le  soit;  etc.  Reprenons  l'exemple  de  tout  à  l'heure.  On 
vérifie  que 


17  -1-  15 


1        1  I     Xn        1 


\2  2 


3        j 


1 


ce  qui   fait   tomber    l'anomalie    susmentionnée   (voir 
n°  3). 

Remai^que.  —  Observons  que  tous  les  diviseurs  de 
zéro  sont  des  multiples  de  — h  -» et  de  leurs 

i  2  ?.        2  2 

associés.  Ce  complexe  est  idempotent^  c'est-à-dire  qu'il 
jouit  de  la  propriété  remarquable  d'être  identique  à 

/   1  /   \  «  1  /  T 

toutes  ses  puissances  entières,     — f--      = 1 JL-e 

^  '     \2  2/  2  2 

système  des  nombres  complexes  de  seconde  espèce  ne 
contient  que   quatre    nombres    idempotents    :    o,    i, 

^  _u  ./      •        J 

— h  -? • 

2  2         2  2 

En  résumé  :  les  diviseurs  de  zéro  une  fois  mis  à  part, 
l'arithnomic  du  corps  j  R  j  basée  sur  la  définition  nou- 
velle du  complexe  «  entier  »  est  semblable  en  tout 
point  à  l'arithmétique  classique,  ou  à  celle  érij^ée  par 
Gauss  dans  le  domaine  des  nombres  complexes  ordi- 
naires a  4-  bi  en  y  prenant  pour  base  la  définition 
lipsciiitzienne  du  nombre  imaginaire  entier. 

5.  Quelle  est  la  raison  profonde  de  ce  phénomène 
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curieux?  Pourquoi  la  définition  lipschitzienne  est-elle 
«  bonne  »  dans  le  cas  des  nombres  complexes  ordi- 
naire a  4-  hi  et  pas  dans  celui  des  nombres  complexes 
de  seconde  espèce  a-\-  hj^.  En  d'autres  termes  :  com- 
ment se  fait-il  que  la  définition  lipschitzienne  conduise 
à  une  arithnomie  régulière  dans  le  premier  domaine 
et  pas  dans  le  second?  Pour  répondre  à  ces  questions, 
nous  introduirons  encore  quelques  notions  en  nous 
laissant  guider  par  l'analogie. 

Définitions .  —  Nous  appelons  domaine  holoïde  tout 
ensemble  [H]  de  nombres  ou  de  complexes  quelconques 
jouissant  des  trois  propriétés  suivantes  : 

1°  Le  domaine  [H]  contient  une  infinité  d'éléments 
parmi  lesquels  «  le  nombre  i  »  ; 

2.^  On  peut  y  effectuer  sans  restriction  l'addition,  la 
soustraction  et  la  multiplication,  sans  jamais  sortir  du 
domaine;  en  d'autres  termes  :  la  somme,  la  diff*érence 
et  le  produit  de  deux  éléments  de  [H]  est  toujours  de 
nouveau  un  élément  de  [H]; 

3"  Le  domaine  possède  une  base  finie.,  autrement 
dit  :  il  est  possible  de  choisir  dans  [H]  un  nombre  fini 
d'éléments,  disons  t^^  t^^   ...,  ï«,  tels  que  l'expression 

reproduise  tous  les  éléments  du  domaine,  et  unique- 
ment ceux-là,  lorsque  m^,  m^,  . .  .,  nin  prennent,  de 
toutes  les  manières  possibles,  des  valeurs  entières  de 
—  00  à  -f-  00.  Les  complexes  /< ,  t^-,  .  .  .  ■,  tn  peuvent  alors 
engendrer,  par  les  seules  opérations  de  l'addition  et  de 
la  soustraction  répétées  un  nombre  fini  de  fois,  n'im- 
porte quel  élément  du  domaine  en  question.  On  dit 
pour  cette  raison  que  ^i,  ^o,  ...,  l,i  «  forment  une 
base  du  domaine  [H]  »;  nous  le  désignerons  aussi  par 
le  symbole  [^i,  ^2^  •  •  •?  ^«]- 
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Exemples,  —  Les  nombres  entiers  ordinaires  cons- 
tituent le  domaine  holoïde  [i],  le  plus  simple  de  tous, 
i^es  nombres  complexes  de  Gauss  à  coordonnées 
entières  forment  le  domaine  holoïde  [i,  i]. 

Théorème  fondamental.  —  Dans  le  corps  de  nom- 
bres j  R  [  constitué  par  Vensemble  des  complexes 
rationnels   aQ-\-a^j\    le   domaine    holoïde    le  plus 

cr  or 

général  a  pour  base  t^^i ,  t^^-  -\ j ,  où  g  y^o. 


1        1 


représente   un  nombre  rationnel  entier  d'ailleurs 
quelconque. 

Il  existe  donc  dans  j  R  j  une  infinité  simple  de 
domaines  holoïdes  correspondant  aux  diverses  valeurs 
entières  de^  et  dont  voici  les  principaux: 

1°  Pour  ^'=  2,  on  trouve  [ijy],  domaine  holoïde 
constitué  par  l'ensemble  des  complexes  «  entiers  au 
sens  lipschitzien  »,  c'est-à-dire  à  coordonnées  entières; 

1^  Pour  ^-  =  I ,  on  trouve  i  ;  -  4-  -  ,  domaine  ho- 
loïde constitué  par  l'ensemble  des  nombres  complexes 
((  entiers  au  sens  nouveau  ». 

Définition.  —  Le  domaine  holoïde  [H]  est  dif. 
maximal  s'il  n'existe  pas,  dans  le  corps  de  nombres 
envisagé;^  un  autre  domaine  holoïde  qui  contienne 
tous  les  éléments  de  [H],  plus  d'autres  non  contenus 
dans  [H]. 

Voici  maintenant  la  définition  nouvelle  du  nouibre 
complexe  «  entier  »  :  un  complexe  rationnel  a  est  dit 
entier^  s'il  fait  partie  du  domaine  holoïde  maximal  du 
corps  j  R  j,  et  non  entier^  s'il  n'est  pas  contenu  dans 
ce  domaine  holoïde  maximal.  Peu  importe  donc  que 
les  coordonnées  de  a  soient  entières  ou  fractionnaires. 

().  Pour  répondre  aux  questions  posées  au  commen- 
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cernent  du  numéro  précédent,  nous  avons  démontré  les 
deux  théorèmes  suivants  : 

1°  Dans  le  corps  JRj  constitué  par  l'ensemble  des 
nombres  complexes  ordinaires  a  -\-  hi  à  coordonnées 
rationnelles,  le  domaine  holoïde  maximal  [^,,  ^2] 
possède  la  base  ^<  =  i ,  ^2  =  ^  j 

2**  Dans  le  corps  j  R  j  constitué  par  l'ensemble  des 
nombres  complexes  rationnels  de  seconde  espèce 
a -\- bj\    avec  j-=\^    le   domaine    holoïde    maximal 

[fi  5  ^2]  possède  la  base  ^^  =  i,  ^0=  -  (  i  4-  /)• 

Il  s'ensuit  que  :  1**  dans  le  cas  des  nombres  com- 
plexes ordinaires,  le  domaine  holoïde  [i,  i]  étant 
maximal,  définition  lipschitzienne  et  définition  nou- 
velle du  complexe  «  entier  »  se  confondent  en  une 
seule  et  donnent  le  complexe  à  coordonnées  entières; 
2°  dans  le  cas  des  nombres  complexes  de  seconde 
espèce,  le  domaine  holoïde  [1,7]  n'est  pas  maximal, 
puisqu'on  peut  l'élargir  sans  sortir  de  jRl,  en  lui 
adjoignant  — h-;  dès  lors,  les  deux  définitions  du 
complexe  «  entier  »,  la  lipschitzienne  et  la  nouvelle, 
sont  différentes.  Or,  c'est  toujours  la  nouvelle  qui  con- 
vient, parce  qu'elle  conduit  à  une  arithnomie  régu- 
lière; mais  elle  exige  la  détermination  préalable  du 
domaine  holoïde  maximal  dans  le  corps  de  nombres  iR| . 

II.  —  Les  nombres  complexes  de  troisième  espèce. 

7.  Appelons  nombres  complexes  de  troisième 
espèce  des  complexes  de  la  forme  a  =  aoH-  «1  i' -,  où  i' 
est  un  symbole  défini  par 

<6)  l'2=0. 

Pour  ces  nombres  complexes  de  troisième  espèce,  on 
Ann.  de  Mathéniat.,  4*  série,  t.  XVIII.  (Décembre  1918.)    35 
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peut  poser  les  mêmes  définitions  que  pour  ceux  de 
seconde  espèce,  en  introduisant  les  changements  que 
nécessite  la  différence  des  symboles  y  et  i'  définis  par 
(i)  et  (6).  Nous  appellerons  norme  du  complexe  a,  et 
nous  désignerons  par  N(a),  la  valeur  absolue  de  sa 
première  coordonnée,  de  sorte  que  N(a)  =  |ao|.  L-e^ 
diviseurs  de  zéro  sont,  ici,  les  nombres  complexes  de 
troisième  espèce  à  première  coordonnée  nulle,  donc 
de  la  forme  rV .  Avec  ces  changements,  on  peut  répéter 
presque  textuellement  ce  qui  est  dit  au  n°  1,  en  l'appli- 
quant aux  complexes  de  troisième  espèce. 

8.  On  peut  également,  en  faisant  les  modifications 
voulues  dans  les  énoncés,  appliquer  aux  nombres  com- 
plexes de  troisième  espèce  les  propositions  des  n"^  2 
et  3. 

9.  Profitant  de  l'exemple  des  nombres  complexes  de 
seconde  espèce,  nous  allons  chercher  à  déterminer  dans 
le  corps  -Ri  le  domaine  lioloïdc  maximal  (  roi/- 
n«  o). 

Théorème  fon dament a-l.  —  Pans  le  corps  J  R  \  des 
nombres  complexes  de  troisième  espèce^  le  domaine 
holoïde  [(,,  ^2J  l^  plus  général  a  pour  hase  ^,  =i. 
/o=  jit',  où  1^  7^^  o  représente  un  nombre  rationnel 
entier  ou  fractionnaire  choisi  arbitrairement,  mais 

fixe. 

Tout  domaine  holoïde  [i ,  Jj/']  de  ;  R  ;  est  donc  cons- 
titué par  l'ensemble  des  comjilexes  m^  -f-  ^2  ?''  qu'on 
(ibtient  en  faisant  ])arcourir  à  m^  et  à  m^^  indi'pen- 
damment  l'un  de  Taulre,  la  suite  des  nombres  entiers 
(le  —  00  à  -h  oc,  le  nombre  ^  rest mt  lixe.  J^e  corps  )  R  , 
contient  donc  une  infinilé(h''  doinaint^s  boloïdes  carac- 
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térisés  chacun  par  une  valeur  déterminée  de  [5*.  l^armi 
eux,  il  s'agit  de  déterminer  celui  qui  est  maximal. 

Or^  il  n^y  en  a  point. 

Nous  laissons  au  lecteur  de  démontrer  ce  résultat 
inattendu;  il  suffit  de  mettre  ^  sous  forme  de  fraction 
irréductible  et  de  s'appuyer  sur  le  théorème  fonda- 
mental ci-dessus.  Les  nombres  complexes  de  troisième 
espèce  fournissent  l'exemple  le  plus  simple  d'un  sys- 
tème de  nombres  où  le  corps  j  R.  j  ne  possède  pas  de 
domaine  holoïde  maximal. 

10.  On  peut  se  proposer  d'ériger  une  arithnomie  du 
corps  j  R  {.  Du  moment  où  il  est  dépourvu  de  domaine 
holoïde  maximal,  la  défi:nition  du  nombre  entier  y  est 
jusqu'à  un  certain  point  arbitraire  et  il  faut  s'attendre 
a  priori  à  ce  que  Tarithnomie  basée  sur  une  telle  défi- 
nition présente  de  curieuses  singularités^  même  en 
mettant  à  part  les  diviseurs  de  zéro. 

x\doptons  la  définition  que  voici  :  «  Un  complexe  de 
troisième  espèce  a  est  dit  entier^  s'il  fait  partie  du 
domaine  holoïde  [H]^[i;  ^V\  où  p  >•  o  représente 
un  nombre  rationnel  arbitrairement  choisi,  mais  fixe; 
a  est  dit  non  entier^  s'il  n'est  pas  contenu  dans  [H]  ». 
C'est  dire  que  sera  réputé  entier  tout  complexe 
/??,-i-  ni.^^i^  dont  la  première  coordonnée,  mi,  est  un 
nombre  entier  ordinaire  et  la  seconde,  Wop,  un  mul- 
tiple de  [3.  En  prenant  j3  =  i ,  on  retrouve  la  définition 
lipschitzienne  du  nombre  complexe  entier.  Celle  que 
nous  adoptons  ici  est  beaucoup  plus  large,  puisqu'on 
peut  prendre  pour  [3  un  nombre  rationnel  positif  aussi 
petit  qu'on  veut.  Voici  quelques  théorèmes  fonda- 
mentaux de  cette  arithmétique  généralisée,  faciles  à 
démontrer  : 

i"  Le  domaine  [11]  contient  une   inlinité  d  unités, 
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c'est-à-dire  de  complexes  entrant  comme  diviseur  dans 
n'importe  quel  complexe  «  entier  »;  ce  sont  les  nom- 
bres £«=1  H-  n  3i';  en  posant  par  convention  sj  =r  i .  on 
voit  que  3«=  £"=  (i  -\-  ?t')"  ])our  toute  valeur  entière 
de  n.  A  tout  complexe  a^ni\'^  ni^'^ji'  sont  ainsi 
associés  une  infinité  d'autres,  azn-;  tous  équivalents  au 
point  de  vue  de  la  divisibilité  {voir  n"  2).  Il  est  utile 
de  choisir  dans  ce  groupe  un  «  représentant  »  univo- 
quement  déterminé,  par  exemple  celui  dont  la  pre- 
mière coordonnée  m,  est  positive  et  où  simultanément 
o  ^  1112  <  '^^«  •  Appelons-le y;/7*/?ia//'e. 

2^^  Dans  le  groupe  des  complexes  entiers  de  troisième 
espèce  associés  à  un  même  complexe  entier  donné  a,  il 
s'en  trouve  toujours  un  et  un  seul  qui  est  primaire.  Dans 
les  questions  de  divisibilité  et  de  décomposition  eu 
facteurs,  on  peut  se  borner  aux  complexes  pri- 
maires. 

3°  Il  existe^  complexes  entiers  primaires  dilTérents 
a ja n  t  même  no rm e  p . 

4'^  Les  complexes  entiers  irréductibles  {voir  n"2) 
sont  ici  ceux  qui  ont  la  forme  jo" H-  m?>i'.  où  p  repré- 
sente un  nombre  premier  naturel,  m  et  n  des  nombres 
naturels,  ii  d'ailleurs  quelconque,  m  non  divisible  par/> 
et  inférieur  à  p". 

5"  Tout  nojnbre  complexe  entier  de  troisième  espèce 
est  décomposable  en  un  nombre  lini  de  facteurs  irré- 
ductibles. 

i)^  Cette  décomposition  n'est  plus  univoque  dès  que 
la  première  coordonnée  est  divisible  par  le  carré  d'un 
nombre  entier  >>  i .  Par  exemple,  p^  -H  /\  p^a  pi'  peut 
se  nu^tlre  sous  la  forme  d'un  produit  de  quatre  facteurs 
irréductibles  qui  sont,  à  volonté,  tous  égaux  entre  eux, 
ou  tous  iué'gaux,  ou  dont  trois  ou  seulenuMit  deux  sont 
c'gaux,   quand   on  prend  pour  />    un  nombre  premier 
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1  K^  P 
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7"  Quand  deux  complexes  entiers  sont  premiers 
entre  eux^  leurs  puissances  peuvent  ne  plus  l'être. 
Exemple  :  d^^  7  +  -^  h**'  et  ^3=  7+3  ^i'  sont  [)re- 
miers  entre  eux,  mais  leurs  carrés  ne  le  sont  plus,  étant 
tous  deux  divisibles  par  7. 

8°  La  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  est 
profondément  modifiée.  Montrons-le  par  un  exemple  : 
les  deux  complexes  entiers 

<^  ^  49  +  35  [iJ  t"         et         ^  =  49  H-  42  ^^  i' 

possèdent  six  communs  diviseurs  primaires,  donc 
essentiellement  différents,  savoir 

<^o=  7,  û?j  =  7  +  Pi',  d^^-]  -\-ihi\  . .  . ,  6/3  ^  7  +  5  [i  i' . 

Malgré  cela,  a  et  b  n'ont  pas  de  «  plus  grand  commun 
diviseur  ».  En  d'autres  termes,  on  arrive  à  des  incom- 
patibilités  dès  que  l'on  admet  l'existence  d'un  complexe 
entiers/  dont  les  diviseurs  seraient  précisément  cIq^  d^^ 
d^-,  .  .  . ,  <i;j  et  qui  serait  en  même  temps  diviseur  com- 
mun de  a  et  de  è. 

Notre  présomption  a  priori  que  Tarithnomie  des 
nombres  complexes  de  troisième  espèce  diffère  essen- 
tiellement de  l'arithmétique  ordinaire,  même  abstrac- 
tion faite  des  diviseurs  de  zéro,  est  ainsi  pleinement 
confirmée.  L'élégante  simplicité  de  la  théorie  classique 
ne  saurait  être  atteinte  ici,  comme  ce  fut  le  cas  pour 
les  nombres  complexes  de  seconde  espèce,  par  un 
changement  de  définition  du  complexe  «  entier  ».  Il 
faut  des  méthodes  plus  profondes  encore.  L'une  d'elles 
est  donnée  par  la  théorie  des  idéaux. 
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[0^2f][0^6j] 

PIIOPIIIÉTÉ    DE    CERTAINES    COl'UBES 
ET  SURFACES  ENVELOPPES; 

Par  m.  Mathieu  WEILL. 


Soit 

(i)  /(oi,  ô,,  ...,  ô„)  =  o 

une  relation  entre  les  distances  de  n  points  fixes  à 
une  droite  mobile  qui  a  pour  équation,  en  coordonnées 
rectangulaires, 

(2)  37  cosa -h^  cos^ — ^  =  o, 

avec  la  relation 

(3)  cos'^a  H- cos- p  —  1  =  0. 

\a\  distance  o,    du    point  .x,  >',    à   la  droite  a  pour 

expression 

0,  =  x\  cossf  -\- y\  cos^  — p. 

Pour  avoir  le  point  où  la  droite  mobile  touclie  son 
enveloppe,  prenons  les  différentielles  totales  des  équa- 
tions (1),  (r>.  )  et  (3),  nous  aurons 

jrsina  dti  -f-y  sin^  d^-\-  dp  •=^  o, 

sina  rfa  "Lx.fi^  -+-  sin  ?  rfp  ^yj^  -^  (fp  S/g',  =  o, 

cosa  sin  idi  -\-  cos  J3  sin  3  rfS  =  o. 

L'élimination  des  différentielles  c^a,  d'^^   dp  donne 

cosa  coSfi 
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en  posant 

Le  point  :r<  ^1  où  la  droite  mobile  touche  son  enve- 
loppe est  donc  donné  par  Tintersection  de  cette  droite 
et  de  la  droite  représentée  par  l'équation  (4)^  c'est- 
à-dire,  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  X,  1  , 
sur  la  droite  mobile;  or,  ce  point  est  le  centre  des 
distances  proportionnelles  des  points  fixes  affectés, 
respectivement,  des  coefficients  y^p /g^,  .... 

La  démonstration  et  le  résultat  sont  les  mêmes  si 
l'on  remplace  la  droite  mobile  par  un  plan  mobile,  et 
si  les  n  points  fixes  sont  des  points  de  l'espace.  On 
peut  donc  énoncer  les  deux  théorèmes  suivants,  qui 
ne  sont  peut-être  pas  connus  : 

Théorème  L  —  Si  une  droite  se  meut  dans  un 
plante  manière  que  les  distances  de  n  points  fixes 
du  plan  à  cette  droite  soient  liées  par  la  relation 

/(Si,   82,    ...,  ^n)  =  O, 

on  obtient  le  point  oii  elle  touche  son  enveloppe  en 
projetant  sur  la  droite  le  centre  des  distances  pro- 
portionnelles des  points  fixes  affectés  des  coeffi- 
cients 

/ô,5    yôj'     •  •  •  >    jQ^' 

Théorème  IL  —  Même  résultat  pour  un  plan  mo- 
bile et  n  points  fixes  de  l'espace. 

Les  cas  les  plus  simples  sont  ceux  où  la  relation  /=  o 
est 

81  H-  82  -H .  .  .  H-  ô,i  =  K, 

ou 

8f +8|-h...+  82=K^ 
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OU 


'■>l 


0.2.  ..0,1—  K«, 


K  désignant  une  constante. 

Dans  le  premier  cas,   et  aussi  clans  le  cas  où  l'on 
aurait 

aj  Oi  -h  Gfo  02  -:-  .  .  .-T-  «n  O/i  =  K, 

rti,a27  •••?  étant  des  constantes,  le  centre  des  dis- 
tances proportionnelles  est  fixe,  1  enveloppe  est  un 
cercle^  résultat  bien  connu.  Dans  le  second  cas,  l'enve- 
loppe est  une  conique  à  centre,  les  coefficients  de 
proportionnalité  sont  ô,,  Oo,  ...,  o^.  Dans  le  troisième 

cas,  les  coefficients  sont  —  >    —7-'->—>  1  enveloppe  est 

Oi         02  0„  ^   C- 

une  conique  à  centre  pour  7i  ^=  2  et,  dans  les  autres 
cas,  une  courbe  de  degré  élevé. 


[L'IOd] 

SUK  LES  CERCLES  BITA!VGEi\TS  A  LA  PARABOLE; 

Par    m.    J.    BOUGHARY, 
Élève  à  l'École  Colbert. 


Soient  une  parabole  t,  F  son  foyer,  O  le  sommet, 
yOy'  la  tangente  au  sommet,  Ox  l'axe  et  p  le  paramètre 
et  M,  IM'  deux  points  symétriques  par  rapport  à  l'axe; 
les  normales  en  M  et  M'  concourent  par  raison  de 
symétrie  en  un  point  d  de  l'axe;  le  cercle  de  centre  G 
et  de  rayon  (IM  aura, en  M  et  M',  mêmes  tangentes  que 
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la  parabole.  On  dit  qu'il  est  hitangent  à  la  parabole, 
MM'  est  la  corde  de  contact. 


Recherche  de  la  position  du  centre.  —  Soient 

(  I  )  y^  ■=  2  px 

l'équation  de  la  parabole  rapportée  à  sa  tangente  au 
sommet  et  à  l'axe,  puis 


(^) 


(^  _  «)2_|_  (^  _  ^)2_  R2  ^  O 


l'équation  du  cercle  rapporté  aux  mêmes  axes.  Formons 
l'équation  aux  ordonnées  des  points  de  rencontre. 
De  (  I  )  on  tire 


.2 
ip 


puis  portons  dans  (2),  il  vient 


ip 


a]   ^(y  -by—  R'^  =  o 


ou 


ay 


-   -^a"- -^   -|-^2+^,2_2^,^__R2=o 
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OU  encore 

(3)  ^* 4- 4^2(^02 _  ap)  —  %yhp'^^  4p^~(a^-i-  b^—K^')  =  o. 

Cette  équation  n'a  pas  de  terme  eny^,  la  somme  des 
racines  est  donc  nulle,  et  nous  pouvons  énoncer  le 
théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Quand  un  cercle  rencontre  une 
parabole  en  quatre  points^  la  somme  algébrique  des 
perpendiculaires  abaissées  de  ces  quatre  points  sur 
Vaxe  de  la  parabole  est  nulle. 

Il  résulte  de  ce  théorème  que,  lorsque  le  cercle  sera 
bitangent  à  la  parabole,  les  ordonnées  des  points  de 
contact  seront  égales,  mais  de  signe  contraire. 

L'équation  (3)  se  présentera  sous  la  forme 

(4)  j*— ^r^jKT -+-.,)  i  =  o. 

L'équation  n'a  pas  de  termes  en  y  et,  si  nous  identi- 
fions les  deux  équations,  il  faut  que  b  =  o^  puis 

l'ordonnée  du  point  de  contact  est  donc 


(5)  y^  =  ±y/ip{a—p)\ 

identifions  les  termes  constants  des  deux  équations 


(^)     r?  =  4^2^'2_R«)        ou        y1  =  ^p^a-i-\V: 

égalons  (a)  et  (P),  il  vient 

{a  —  py=  a>— R5, 
(  G  )  R'  =  2  ap  —  /)'         ou         \\  =  \/  p{2(ï  — p)  ; 
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donc,  pour  que  les  cercles  existent,  il  faut 

{ia — p)>o  ou  a^ — 


=  i' 


si   a=:-   le  rayon  est   nul,    l'égalité  (6)  définit    une 

famille  de  cercles  comprenant  un  cercle  de  rayon  nul, 
qui  est  le  foyer;  le  rayon  croit  constamment  quand 
a  croît,  c'est-à-dire  quand  G  s'éloigne  de  F  dans  le  sens 
positif  de  l'axe.  Calculons  l'abscisse  du  point  de  contact, 
écrivons  que  ce  point  est  sur  la  parabole,  on  a  : 

ipx  =1  ip{a  —  /?), 
X  =■  a  — />; 

c'est  l'abscisse  du  point  I  d'intersection  de  MM'  avec 
l'axe;  or  l'abscisse  de  C  est  x  ^=  a\  faisons  la  différence 
IC=p,  d'où  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Uahscisse  du  centre  et  V abscisse  du 
point  de  contact  ont  une  différence  constante  et 
égale  au  paramètre  de  la  parabole . 

On   a   vu   précédemment   que    b   était   nul,   et  que 

l'équation  du  cercle  bitangent  est  donc 

{x  —  a  )2  -f-  jK'^  -+-  />^  —  'lap  =  o\ 

il  n'y  a  qu'un  seul  paramètre  variable,  a. 

On  peut  former  rapidement  cette  équation  d'après 
l'égalité  / H- P2=  o  qui  est  l'équation  des  coniques 
bitangentes  à  la  conique  /=  o;  P  étant  l'équation  de  la 
corde  de  contact,  il  vient 

y^  —  1  px  -\-  {x  —  XqY  =  o\ 
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Xa  abscisse  de  M  ou 


y-—  ipx  -\-  X'-^-a'^-T-p^ —  'iap  —  ixa  -i-  ipx  =  o, 
x-  -\-y^  —  1  ax  -+-  a'-{-  p-  —  2  ap  =  o 
ou  enfin 

(7)  (x  —  a)--h  y--{-p'^ — iap  =  o. 

On  tire  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Tous  les  cercles  bitangejits  à  la 
parabole  ont  leur  centre  sur  Vaxe  des  x\  la  corde 
de  contact  est  perpendiculaire  à  Vaxe  de  la  para- 
bole; il  n'existe  qu'un  seul  cercle  de  centre  donnée 
bi tangent  à  la  parabole. 

Calculons  FC  et  FM. 
On  a 


puis 


FG  =  OG-OF  =  a- ■^, 

'2 


¥M'  =  Fr-f-IIM" 

=  (a—p  —  -^j    -\-ip{a  —  p) 

4 
P- 


=  a''-{- 


—  oap  -+-  xap  —  ip- 


-  'a2 


—  ap\, 


FM 


donc 


FM  =  FC 


On  a  le  théorème  suivant 


Tméoiikme.  —  La  corde  de  contact  est  Vaxe  radical 
du  cercle  bitangent  et  du  cercle  ayant  pour  centre 
le  point  F  et  pour  rayon  FC. 
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Démontrons  maintenant  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  L'axe  radical  de  deux  cercles  bilan- 
gents  est  équidistant  des  cordes  de  contact. 

L'équation  d'un  cercle  bitangent  à  la  parabole  est 

{x  —  a)' -\-  y"^ -\-  p^- —  '?.ap  =  o, 

a  désignant  l'abscisse  du  centre;  considérons  un  autre 
cercle  bitangent,  son  équation  est 

{x  —  a' )- -{- y"^  -^  p- —  la'p  =  o; 

l'équation  de  l'axe  radical  de  ces  cercles  est 

<2-  —  a'- —  IX  {a  —  a')  —  ip{a  —  a')  =  o, 

en  divisant  par  a  —  a'  qui  est  essentiellement  diffé- 
rent de  o, 

a  -h  a'  —  IX  —  2/>  =  o, 

«  H-  rt' 

X  = />; 

2 

l'équation  des  cordes  de  contact  est 

X  =  a  — />,         X  =  a' — />; 

l'équation  de  la  parallèle  équidistanle  est 

a  -h  a' 
X  = p  ; 

2 

les   deux   droites    coïncident    bien;    le    théorème    est 
démontré. 

On  peut  transformer  le  théorème  comme  il  suit  : 

Théorème.  —  Etant  donnés  trois  cercles  bitangents 

à  la  parabole^  les  abscisses  des  centres  étant  a,  a' 

et  a"  (açec   a^a'"^  a")j  la  condition  nécessaire  et 

^suffisante  pour  que  la  corde  de  contact  du  second 

soit  axe  radical  des  deux  autres  est  que  a  -{-  a"  =  2  a' . 
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On  a  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  puissance  d^un  point  x^yQ  de  la 
parabole  par  rapport  à  un  cercle  bitangent  est  égale 
au  carré  de  la  distance  du  point  considéré  à  la 
corde  de  contact. 

En  effet,  soit 

{x  —  a)'  -h y^  -^  p-  —  iap  =  o 

l'équation  du  cercle  bitangent;  la  puissance  du  point 

(^oTo)  est 

et  la  distance  de  ce  point  à  la  corde  de  contact  est 

1^~=:{xq — a -h  p)'       ou       /2_(^jj — ay^-hp--^  2p{xo  —  a); 

or 

2pxo  =  y^,         l'-={X(,—  aY-\-yl^p'^—iap\ 

donc  d'^=l'-;  le  théorème  est  démontré. 

Théorème.  —  La  somme  des  longueurs  des  tan- 
gentes issues  d'un  point  de  la  parabole  {jCqJ'q)  à 
deux  cercles  bi tangents  à  la  parabole  est  égale  à  la 
distance  des  cordes  de  contact. 

INous  n'avons  qu'à  appliquer  deux  fois  le  théorème 
précédent. 

On  démontrerait  sans  plus  de  difficulté  les  théorèmes 
suivants  : 

I.  Théorème.  —  Etant  donnés  deux  cercles  bitan- 
gents  à  une  parabole,  on  mène  la  tangente  com- 
mune intérieure  rencontrant  la  parabole  en  M 
et  V  :  \°  Le  cercle  décrit  s.ur  MP  est  tangent  aux 
cordes  de  contact  des  cercles  bitangents :  2°  Son 
centre  est  équidistant  des  points  de  contact  des 
cercles  et  de  la  tangente  commune . 
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II.  Théorème.  —  i°  La  distance  des  centres  des 
cercles  bitangents  est  égale  à  MP;  2°  Le  premier 
cercle  hitangent  est  orthogonal  aux  cerclesde  centres 
M  et  P  et  ayant  pour  rayons  les  distances  de  M  et  P 
à  la  corde  de  contact. 


CORRESPONDANCE. 


I 


M.  d'Ocagne.  —  Sur  les  courbes  définies  par  une 
relation  entre  les  distances  de  chacune  de  leurs 
tangentes  à  des  points  fixes.  —  La  Note  récente  de 
M.  Weill  (^N.  A.,  1918,  p.  3^3),  relative  au  cas  où  la 
somme  des  carrés  de  ces  distances  estconstante,  m'incite 
à  rappeler  que,  dans  une  des  notes  (p.  82 )  de  l'appen- 
dice de  ma  brochure  Coordonnées  parallèles  et  axiales 
(Gautîiier-Villars;  i885),  j'ai  fait  voir  comment  les 
coordonnées  parallèles  se  prêtent  à  l'étude  des  courbes 
obtenues  dans  le  cas  d'une  relation  quelconque  entre 
de  telles  distances,  courbes  devenant  des  coniques 
lorsque  cette  relation  consiste  dans  la  constance  d'une 
fonction  homogène  et  du  second  degré  des  distances 
considérées,  et,  aussi,  comment  se  peut  déterminer, 
dans  le  cas  générai,  le  point  où  la  droite  variable 
touche  son  enveloppe  et  le  rayon  de  courbure  corres- 
pondant. 

J'ai  d'ailleurs  généralisé  depuis  lors  (A.  A. y  1890, 
p.  293,  et  1894^  p-  002)  le  théorème  relatif  à  la  déter- 
mination du  point  de  contact  avec  l'enveloppe  : 

Si  l'on  appelle  distance  sous  V angle  8  d'une  droite  D 
à  une  courbe  (M)  le  segment  d'une  droite,  perpen- 
diculaire à  D  et  coupant  la  courbe  (M)  en  M  sous 
l'angle  0,  compris  entre  cette  droite  et  cette  courbe,  et 
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que  l'on  considère  l'enveloppe  de  la  droite  variable  D, 
lorsque  ses  distances  /|.  I2,  •••,  lui  sous  les  angles  con- 
stants 6|,  ^2?  •••>  ^«1  ^  '^  courbes  de  référence  données 
(Mi),  (M2),  ...,  (M,i),  sont  liées  par  la  relation  quel- 
conque 

F(/„  I,.  ...,  In)  =0, 

le  point  où  la  droite  D  touche  son  emeloppe  est  le 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  sur  cette  droite 

du  barycentre  des  masses  -rj-y  -rj-y  -"  •  ■>  -tj-^  respecti- 
vement affectées  aux  centres  de  courbure  des 
courbes  de  référence  répondant  aux  points  M,, 
Ma,  ...,  M„. 


0LEST[O\. 


2383.  Soit  l'équation  générale  de  degré  ni 

a:'«^/?i.r'"->  -T-  PiX"^-^--^.  .  .  —  p,n  =  o. 
Désignons  par  7.  le  plus  grand  des  modules  des  quantités 

Pi,     V^,     V^;     (Pi)'\      ••••     'P":'"; 

9.a  est  une  limite  supérieure  des  modules  des  racines  de 
l'équation;  et  l'équation 

<7J'«-hx"'-T-/?i.r'"-'-i-/;2.r'"-2-i-. . .  —  p,,,  =  o. 

où  /i  est  un  entier  supérieur  à  ///  et  y  une  quantité  quelconque, 
a  au  moins  une  racine  de  module  inférieur  à  ■}u.  Lorsque  //?  =  i . 
la  proposition  a  été  énoncée  par  M.  Ilurwit/.  [Sur  quelques 
généralisations  du  Théorème  de  M.  Picard^  par  M.  E, 
Landau  {Annales  de  V Ecole  Normale  supérieure^  ïQODI- 

A.  Peli.et. 
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